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Re´sume´
La maintenance, la re´paration et le renforcement de murs en mac¸onnerie par mate´riaux
composites colle´s ne´cessitent le de´veloppement de me´thodes et techniques d’e´valuation
de l’aptitude au service et de requalification tant pour leur restauration fonctionnelle
que pour leur adaptation a` de nouvelles contraintes (e´volution du zonage sismique par
exemple). Le pre´sent travail de the`se a pour objectif de proposer un outil d’e´valuation
par calcul de l’e´tat limite ultime de murs en mac¸onnerie, renforce´s par composites
colle´s, charge´s dans leur plan.
Les travaux effectue´s concernent la mode´lisation par homoge´ne´isation de murs en
mac¸onnerie et une campagne expe´rimentale de caracte´risation du transfert de charge
entre un renfort en tissu de fibres de carbone et un support en blocs creux de be´ton
par le biais d’un joint de colle. Pour mode´liser la re´sistance des murs mac¸onne´s, nous
proposons une loi e´lastique parfaitement plastique pour le comportement dans le plan
d’une mac¸onnerie constitue´e de blocs lie´s par des joints de mortier. Le convexe de plas-
ticite´ est obtenu par une technique d’homoge´ne´isation pe´riodique qui prend en compte
la nature tridimensionnelle de la cellule de base. On obtient alors un convexe limite´ par
plusieurs surfaces de charge. Un algorithme nume´rique original est ensuite propose´ et
programme´ dans le logiciel aux Ele´ments Finis ABAQUS. Des simulations nume´riques
utilisant le module de´veloppe´ sont pre´sente´es.
Mots-cle´s :Interface, Joint adhe´sif, Analyse Limite, Homoge´ne´isation,
Mac¸onnerie, Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, TFC, Simulation nume´rique.

Abstract
Maintenance, repair and reinforcing of masonry walls with composite materials glued
require the development of methods and techniques for evaluating the suitability for
service and retraining for both their functional restoration for their adaptation to
new constraints (changes seismic zoning for example). This thesis aims to propose
an evaluation tool by calculating the limit state of masonry walls, reinforced bonded
composite, loaded in their plane.
The work done on modeling by homogenization of masonry walls and a campaign
experimental characterization of charge transfer between a reinforcement of carbon
fiber fabric and a backing of hollow blocks concrete by means of an adhesive joint. To
model the resistance of masonry walls, we propose a law for elastic perfectly plastic
behavior in the plane formed of masonry blocks connected by mortar joints. The convex
plasticity is obtained by periodic homogenization technique which takes into account
the three dimensional nature of the basic cell. This gives a convex bounded by several
surfaces of charge. An algorithm digital original is then proposed and programmed
in the finite element software ABAQUS. Numerical simulations using the developed
module are presented.
Keywords : Interface, Adhesive Joint, Limit Analysis, Homogenization, Masonry,
Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, FRP, Numerical Simulation.
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Introduction
Depuis plus de quinze ans, des recherches engage´es au plan national et international
(U. Meier [63], K. Neale [68], P. Hamelin [42], E. Ferrier [39], A. Triantafillou [93], J-L
Cle´ment [21], ont mis en e´vidence que les mate´riaux composites (matrices polyme`res
- renforts textiles) pouvaient assurer la protection, la re´paration, le renforcement de
structures be´ton arme´, be´ton pre´contraint, me´tallique, bois mais aussi d’e´le´ments struc-
turaux mac¸onne´s. Les technologies de mise en oeuvre sont de trois types (stratification
au contact, collage de plats composites pultrude´s, moulage au sac) et les mate´riaux
concerne´s sont essentiellement les fibres de carbone, de verre, d’aramide associe´es a` des
matrices thermodurcissables type e´poxydes. La performance du syste`me de renforce-
ment est essentiellement lie´e au transfert de charge entre le renfort et son support par
l’interme´diaire d’un joint de colle.
L’exploitation des travaux de recherche a permis d’e´tablir des recommandations, des
re`gles de calcul et de dimensionnement pour les poutres (flexion et effort tranchant)
dans le cas des chargements quasi-statiques prenant en conside´ration les conditions
d’e´tat limite de service et d’e´tat limite ultime (ACI 440 [2], ISIS Canada [48], JCI
Japan [49], AFGC [3], Fib TG9.3 [40]). Pour autant, un certain nombre d’e´le´ments
manque encore a` la bonne connaissance du fonctionnement de ces proce´de´s et on est
conduit a` adopter des dispositions compensatoires et des coefficients de se´curite´ e´leve´s.
Dans ce contexte, le programme de recherche ”INPERMISE” pour ”INge´nierie
PERformantielle pour la MIse en SEcurite´ des ouvrages par renforcement composites”
a e´te´ lance´ sous l’e´gide de l’Agence Nationale pour la Recherche (ANR). La re´alisation
de ce programme repose sur la contribution de trois laboratoires de recherche : le Centre
Scientifique et Technique du Baˆtiment (CSTB), le Laboratoire Central des Ponts et
Chausse´es (LCPC) et le Laboratoire de Ge´nie Civil et d’Inge´nierie Environnementale
(LGCIE) et de deux industriels : FREYSSINET et VINCI - CONSTRUCTION. La
re´partition des taˆches entre les partenaires est la suivante : Le CSTB s’inte´resse aux
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murs en mac¸onnerie renforce´s, le LCPC travaille sur le renforcement des poteaux en
be´ton et le LGCIE sur celui des voiles en be´ton, tandis que FREYSSINET et VINCI
- CONSTRUCTION apportent leur concours a` la re´alisation de l’ensemble des taˆches.
On pre´cise que le partenaire LGCIE coordonne le projet en la personne du Professeur
Hamelin.
En dehors des zones ge´ographiques dans lesquelles des actions horizontales im-
portantes sont a` prendre en compte dans le dimensionnement des ouvrages, les murs
mac¸onne´s des structures de type ”maison individuelle” e´taient traditionnellement
re´alise´s jusqu’a` il y a peu sans chaˆınages verticaux. Ce constat est cohe´rent avec le
fait que la norme Franc¸aise ”DTU 20.1” portant sur les parois et murs en mac¸onnerie
de petits e´le´ments n’exige la pre´sence de chaˆınages verticaux a` tous les niveaux que
depuis sa re´vision de 2008.
La re´sistance en traction des parois mac¸onne´es e´tant faible et erratique, celle-ci n’est
pas prise en compte dans le dimensionnement. Il en de´coule que les parois mac¸onne´es
non chaˆıne´es ne peuvent supporter que des efforts horizontaux suffisamment faibles
pour que, sous leurs sollicitations combine´es a` celles ne´es des charges gravitaires, la
mac¸onnerie reste partout comprime´e.
Il s’ensuit que les ouvrages en mac¸onnerie non chaˆıne´e ne´cessitent d’eˆtre renforce´s
lorsque, du fait par exemple d’une modification du zonage sismique ou de la de´claration
d’une zone comme relevant d’un plan de pre´vention des risques technologiques, il de-
vient ne´cessaire de conside´rer des actions horizontales importantes, non pre´vues a` l’ori-
gine de la construction.
Faute de connaissances suffisantes, on constate que la capacite´ de contreventement
qu’offrirait le renforcement par composites colle´s aux murs mac¸onne´s non chaˆıne´s est
encore tre`s peu exploite´e. La recherche propose´e va donc dans le sens d’une meilleure
utilisation des parois mac¸onne´es pre´sentes dans le baˆti existant dans les situations,
largement majoritaires, ou` la conception initiale de l’ouvrage avait conside´re´ la descente
des charges pour seule contribution structurale.
Le programme de travail du CSTB pour INPERMISE repose sur une approche
mixte expe´rimentation-mode´lisation. Dans ses grandes lignes, ce programme inte`gre la
construction d’un mode`le de comportement pour la mac¸onnerie non renforce´e sollicite´e
dans son plan, la re´alisation d’une campagne expe´rimentale de caracte´risation du com-
portement de l’interface mac¸onnerie/renfort composite, l’enrichissement du mode`le de
comportement par la prise en compte du renfort par composite colle´ et la re´alisation
de sept essais en vraie grandeur sur murs mac¸onne´s pour aboutir a` une me´thode de
dimensionnement formant la synthe`se des re´sultats obtenus.
La the`se, qui fait l’objet de ce me´moire, s’inscrit dans le cadre d’une collaboration
entre le Centre Scientifique et Technique du Baˆtiment (CSTB) a` Marne-La-Valle´e et le
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laboratoire Navier (UMR 8205) de l’E´cole des Ponts Paris-Tech (ENPC) dont l’objectif
est une contribution forte aux taˆches du programme INPERMISE de´volues au CSTB.
Bien que le travail de the`se ait porte´ sur l’ensemble des taˆches pre´sente´es pre´ce´demment,
le pre´sent me´moire ne rapporte que les travaux portant sur le de´veloppement d’un
mode`le de comportement pour les mac¸onneries non renforce´es et sur la campagne
expe´rimentale de caracte´risation du comportement de l’interface mac¸onnerie/renfort
composite. En effet, ces deux contributions e´tant de´ja` importantes et l’enrichissement
du mode`le pour la prise en compte des renforts et la campagne d’essais sur murs n’e´tant
pas totalement acheve´s, nous avons pre´fe´re´ ne pas ajouter la pre´sentation de ces deux
dernie`res taˆches.
Apre`s une e´tude bibliographique, notre choix de mode´lisation des murs en
mac¸onnerie s’est porte´ sur la me´thode d’homoge´ne´isation pe´riodique en analyse limite.
En effet, cette dernie`re nous permet de construire des mode`les macro-me´caniques
base´s sur des conside´rations micro-me´caniques de la structure. Le milieu pe´riodique
he´te´roge`ne est ainsi remplace´ par un milieu homoge`ne e´quivalent. Par cette me´thode,
nous obtenons des simulations qui allient une bonne description du comportement a`
la robustesse ne´cessaire au calcul de structures complexes.
Nos travaux concernant la mode´lisation par homoge´ne´isation des murs en
mac¸onnerie sont de´crits dans les chapitres un a` quatre, alors que le dernier chapitre
est consacre´ a` notre contribution a` l’e´tude expe´rimentale du renforcement des murs
en mac¸onnerie. Ainsi, nous proposons dans les premiers chapitres une loi e´lastique
parfaitement plastique pour le comportement dans le plan d’une mac¸onnerie constitue´e
de blocs lie´s par des joints de mortier. Le convexe de plasticite´ est obtenu par une
technique d’homoge´ne´isation pe´riodique qui prend en compte la nature tridimension-
nelle de la cellule de base. On obtient alors un convexe limite´ par plusieurs surfaces de
charge. Un algorithme nume´rique original est ensuite propose´ et programme´ dans le
logiciel aux Ele´ments Finis ABAQUS graˆce a` la proce´dure UMAT, routine permettant
a` un utilisateur d’introduire la loi de comportement de son choix. Des simulations
nume´riques utilisant le nouveau module UMAT seront pre´sente´es.
Dans le premier chapitre, nous pre´sentons une e´tude bibliographique qui de´crit
d’abord les constituants les plus usuels en mac¸onnerie. Ensuite nous abordons
les aspects lie´s a` la mode´lisation de leur comportement et a` la mode´lisation des
interfaces dans ces structures. Puis finalement, nous analysons les difficulte´s lie´es a` la
mode´lisation de telles structures. Cette e´tude bibliographique nous permet de fixer
nos objectifs de mode´lisation et de de´finir les moyens a` mettre en oeuvre dans cette
the`se.
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Dans le deuxie`me chapitre, nous rappelons les principes ge´ne´raux de la me´thode
d’homoge´ne´isation en analyse limite des milieux pe´riodiques. Nous donnons ensuite
quelques proprie´te´s lie´es aux syme´tries de la microstructure. Nous montrons comment
les proprie´te´s de syme´trie et de pe´riodicite´ permettent de simplifier la re´solution du
proble`me d’analyse limite pose´ sur la cellule de base. Finalement, nous mettons en
oeuvre ces re´sultats pour estimer analytiquement le convexe de re´sistance macrosco-
pique d’un panneau en mac¸onnerie sollicite´ dans son plan dans le cas ou` les blocs
constituant la mac¸onnerie sont infiniment re´sistants par rapport aux interfaces.
Apre`s avoir souligne´ les limites d’une telle approche analytique, nous proce´dons
au troisie`me chapitre a` la mise au point d’une me´thode nume´rique de de´termination
du crite`re de re´sistance macroscopique tenant compte de la re´sistance finie des blocs.
Nous montrons que l’utilisation d’un mode`le d’interface bidimensionnel pour les
joints lors de l’analyse limite d’une structure mac¸onne´e conduit a` une estimation par
exce`s des capacite´s portantes de la structure, quand l’e´paisseur des joints tend vers
ze´ro. Nous proposons dans cette partie un crite`re de rupture pour les panneaux en
mac¸onnerie sollicite´s dans leur plan et nous le validons par comparaison avec des
donne´es expe´rimentales.
Le quatrie`me chapitre traite de l’imple´mentation du mode`le sous le logiciel de
calcul par e´le´ments finis Abaqus et des re´sultats nume´riques. Les simulations et les
donne´es expe´rimentales, provenant du chapitre pre´ce´dent, sont compare´es afin de
conclure sur la pertinence comme sur les limitations de la mode´lisation propose´e.
Des simulations nume´riques sur trois types de structures mac¸onne´es (un trumeau, un
simple panneau en mac¸onnerie et un panneau en mac¸onnerie avec une re´servation au
milieu) sont faites e´galement.
Dans le dernier chapitre, nous nous inte´ressons au renforcement des e´le´ments de
mac¸onnerie (blocs de be´ton creux) par des bandes de tissus de fibres de carbone
(TFC). Le renfort est colle´ graˆce une re´sine e´poxy. L’e´tude porte sur la caracte´risation
du comportement de l’interface entre le renfort et l’e´le´ment de mac¸onnerie pour
de´finir la longueur d’ancrage du renfort, longueur de transfert ne´cessaire pour pouvoir
solliciter le renfort au maximum de sa capacite´. Nous pre´sentons dans un premier
temps le type d’essai qui a e´te´ re´alise´ pour e´tudier le comportement de l’interface
d’adhe´sion lorsqu’elle est soumise a` un cisaillement, puis nous de´crivons les trois
types d’e´chantillon teste´s : un e´chantillon a` ancrage simple et deux e´chantillons dont
l’ancrage est renforce´ par la pre´sence de deux types de me`ches. Ces deux types de
me`ches correspondent a` des situations diffe´rentes d’ancrage : dans un chaˆınage pour
le premier et dans une semelle de fondation pour le second. Le dispositif d’essai est
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ensuite amplement de´taille´ pour ce qui concerne la pre´paration des corps d’e´preuve,
l’instrumentation, puis les conditions de chargement. Dans la partie re´sultats et
analyse, nous voyons l’efficacite´ du renfort sur la mac¸onnerie, puis nous entrons dans
les de´tails des modes de de´faillance de ces renforts en faisant une e´tude de chacune
des conditions de de´faillances. Pour finir nous utilisons des mode`les de comportement
des composites pour de´terminer la longueur d’ancrage.
Un bilan des travaux re´alise´s et des prolongements envisage´s ache`ve le me´moire.

Notations
Les Notations suivantes sont utilise´es dans le texte :
Vecteurs et tenseurs
Quantite´s
a : Scalaire
a : Vecteur (ai)
A : Tenseur de seconde ordre (Aij)
A : Tenseur d’ordre quatre (Aijlk)
Ope´rateurs
: : Produit contracte´
∇ : Ope´rateur nabla
⊗ : Produit tensoriel
⊗s : Produit tensoriel syme´trise´
Notations
b : Longueur des blocs utilise´s
a : Largeur des blocs utilise´s
t : E´paisseur du panneau en mac¸onnerie
ev : E´paisseur du joint de mortier vertical
eh : E´paisseur du joint de mortier horizontal
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Ω : Domaine de la plaque
∂Ω : Frontie`re exte´rieur de Ω
ω : Surface moyenne de la plaque
ωJ : Surface moyenne du joint d’interface
Y : Volume de la cellule de base
y : Coordonne´es d’un point de la cellule de base
∂Y : Frontie`re exte´rieur de Y
n : Normale exte´rieur unitaire au bord conside´re´
θ : Angle entre un joint et l’axe horizontal
ϕ : Angle de frottement d’un mate´riau de Mohr-Coulomb
β : Angle de frottement d’un mate´riau de Drucker-Prager
c : La cohe´sion
ν : Coefficient de poisson
Eb : Module d’young des briques
EJ : Module d’young des joints d’interface
u : De´placement microscopique
σ : Tenseur de contrainte microscopique
s : Partie de´viatorique de σ
p : Pression hydrostatique
q : Contrainte e´quivalente de Von Mises
ε : Tenseur de de´formation totale microscopique
εe : Tenseur de de´formation e´lastique microscopique
εp : Tenseur de de´formation plastique
.
ε : Taux de de´formation totale microscopique
.
εe : Taux de de´formation e´lastique microscopique
.
εp : Taux de de´formation plastique microscopique
Σ = 〈σ〉 : Tenseur de contrainte macroscopique
f : Fonction de charge
N : Tenseur des efforts membranaires
M : Tenseur des moments fle´chissants
D : Tenseur taux de de´formation membranaire
χ : Tenseur taux de courbure
V : Vitesse virtuelle des plaques
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G : Domaine de re´sistance
Ghomp : Domaine de re´sistance homoge´ne´ise´ d’une plaque pe´riodique
Gb : Domaine de re´sistance des briques
GJ : Domaine de re´sistance des joints d’interface
GNum : Domaine de re´sistance trouve´ par homoge´ne´isation nume´rique 3D
Gs : Domaine de re´sistance en compression des panneaux en mac¸onnerie
GT : Domaine de re´sistance en traction des panneaux en mac¸onnerie
pi : Fonction d’appui d’un convexe
pihomp : Fonction d’appui d’un convexe homoge´ne´ise´
pib : Fonction d’appui du domaine de re´sistance des briques
piJ : Fonction d’appui du domaine de re´sistance des joints d’interface
CA : Ensemble des champs de vitesses cine´matiquement admissibles
SA : Ensemble des champs de contraintes statiquement admissibles
ψ : E´nergie libre spe´cifique
ψe : Partie e´lastique de l’e´nergie libre spe´cifique
ψp : Partie plastique de l’e´nergie libre spe´cifique
A : Force thermodynamique d’e´crouissage
G : Module de cisaillement
K : Module d’e´lasticite´ a` la pression isostatique
C e : Matrice de rigidite´ e´lastique
C ep : Matrice tangente
∆ε : Incre´ment de de´formation
γ : Multiplicateur plastique
∆γ : Multiplicateur plastique

CHAPITRE1
Les mac¸onneries,
phe´nome´nologies de
leurs comportements
Ge´ne´ralement, les structures mac¸onne´es sont soumises a` plusieurs facteurs exte´rieurs
et inte´rieurs qui les rendent vulne´rables. Le temps, l’espace (lieu, environnement,...)
et les mate´riaux de construction sont parmi les facteurs de´terminants pour la sur-
vie de ces structures. De plus le roˆle (principal ou secondaire) attribue´ aux e´le´ments
en mac¸onnerie dans une structure influence e´galement leur re´sistance. La mac¸onnerie
est un mate´riau anisotrope, compose´ de brique et de mortier, dont le comportement
suivant les deux directions perpendiculaire et paralle`le au joint horizontal de mortier
est diffe´rent. Par ailleurs, la connaissance et la de´termination de leur comportement
me´canique est indispensable afin de pre´dire leur tenue et leur avenir. En effet, de nom-
breux auteurs (expe´rimentateurs) se sont penche´s sur cette question dans le but de
comprendre le comportement de ces structures sous les diffe´rentes sollicitations aux-
quelles elles sont soumises re´gulie`rement :
– la compression uniaxiale
– la traction uniaxiale
– le chargement biaxial
– le cisaillement
Dans ce chapitre, nous allons pre´senter une synthe`se bibliographique sur le com-
portement des constituants et des structures en mac¸onnerie. Ensuite nous abordons les
aspects lie´s a` la mode´lisation de leur comportement. Puis finalement, nous analyserons
les difficulte´s lie´es a` la mode´lisation de telles structures.
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1.1 Caracte´ristiques des constituants de la
mac¸onnerie
1.1.1 Les briques
Les briques sont des pierres artificielles a` base de terres argileuses (briques de terre
moule´e et cuites), de laitier (brique de laitier) ou a` base de chaux et de silice (briques
silico-calcaires). Ce sont des unite´s prismatiques disponibles dans une grande varie´te´
de tailles, de textures, de couleurs et de formes. Elles peuvent eˆtre pleines, perfore´es
ou creuses. D’une manie`re ge´ne´rale, elles sont caracte´rise´es par leur re´sistance a` la
compression et a` la traction comme indique´ dans le tableau 1.1 :
Les proprie´te´s des briques varient avec le mode de fabrication. Si l’on casse une
brique produite par agglome´ration, on constate que l’e´tat de surface de la cassure est
”gre´neux” (mauvaise compacite´). Alors que pour les briques fabrique´es a` la filie`re (la
paˆte est presse´e dans un tuyau et ensuite passe´e par un laminoir avant d’eˆtre coupe´e
en briques) la cassure est ”lisse” (meilleure compacite´).
– La densite´ e´tant lie´e a` la compacite´, les briques me´diocres ont une densite´ voisine
de 1,4 alors que les briques re´sistantes ont une densite´ supe´rieure a` 2.
– La re´sistance a` la compression des briques de bonne qualite´ est voisine de 40
MPa.
– La re´sistance a` la traction, mesure´e par flexion, ne de´passe pas 12 MPa [72].
Masse Module Coefficient Re´sistance Re´sistance
Proprie´te´s volumique e´lastique de Poisson Compression Traction
(Kg/m3) (Mpa) (Mpa) (Mpa)
Granite 2600 50000 0.3 170 -
Calcaire 2000-2600 45000 0.2 5-25 25
Be´ton 2400 40000 0.3 10-40 4
Brique creuse 3000 5000 0.3 20 8
Brique pleine 3000 15000 0.2 40 4
Tableau 1.1 — Proprie´te´s me´caniques des briques. D’apre`s [43]
1.1.1.1 Briques de laitier
Les briques de laitier s’obtiennent par le me´lange sous presse (pression d’environ 30
GPa) d’un me´lange de laitier et de liant (chaux grasse, chaux au laitier ou ciment de
laitier). La fabrication de ces briques est totalement me´canise´e. En France, elles ont des
dimensions assez re´duites puisqu’il faut en ge´ne´ral 145 briques pour la construction d’un
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me`tre carre´ de mur de 22cm d’e´paisseur. Elles sont surtout employe´es comme mate´riau
de parement.
– Les briques pleines ont une re´sistance a` la compression qui se situe autour de
15MPa
– Les briques de ce´ramique ont des re´sistances qui avoisinent les 40 MPa.
– En traction, les re´sistances varient entre 6 et 12MPa. Elles ont e´galement un
module d’e´lasticite´ compris entre 9 et 14 GPa. Ce qui donne en moyenne pour
un mur de briques de premier choix un module de 15 GPa [29].
1.1.1.2 Briques silico-calcaires
La fabrication des briques silico-calcaires consiste a` comprimer un me´lange de silice
90% et de la chaux grasse a` une pression de 30 MPa et a` soumettre ce me´lange a` un jet
de vapeur d’eau sous pression pendant plusieurs heures. Ces briques sont des mate´riaux
de remplissage, la rugosite´ des surfaces permet l’accrochage des enduits. L’emploi des
silico-calcaires le´gers ou denses donne des re´sistances a` la compression qui peuvent aller
respectivement jusqu’au 7 MPa pour des densite´s de l’ordre de 0.8 et jusqu’a` 60 MPa
pour les densite´s d’ordre de 2.2.
1.1.2 Les joints de mortier
Les caracte´ristiques me´caniques du mortier de´pendent essentiellement de la phase
de pre´paration (mise en oeuvre) et de la phase finale c’est-a`-dire apre`s le durcissement.
La premie`re phase est fonction de l’ouvrabilite´ du mortier. Cette caracte´ristique est
ge´ne´ralement de´finie par le mac¸on. On ne peut pas lui donner une signification pre´cise
par manque de norme spe´cifique le concernant. Ce qu’il faut retenir c’est que pendant
cette phase, le mortier doit avoir une certaine viscosite´, eˆtre facile a` e´carter avec une
truelle et impe´rativement coller sur les surfaces verticales.
Les ingre´dients qui peuvent augmenter l’ouvrabilite´ du mortier sont la taille des
agre´gats et la quantite´ d’eau utilise´e pour le malaxage. L’entraˆınement d’air est un
additif qui cre´e des bulles d’air minuscules dans le me´lange. Ces bulles vont aider les
ingre´dients du mortier a` se de´placer plus librement. Par ailleurs, elles vont re´duire la
re´sistance du mate´riau puisque la densite´ et la surface de liaison entre les unite´s de
mac¸onnerie vont eˆtre naturellement affaiblies.
L’he´te´roge´ne´ite´ des constituants du mortier, les phe´nome`nes de prise, de durcis-
sement, de retrait et de fluage donnent a` ce mate´riau une certaine spe´cificite´ qui est
souvent difficile a` prendre en compte dans les calculs. Ces parame`tres du mortier sont
controˆle´s par le choix des granulats et des liants et par leurs pourcentages respectifs
dans le me´lange. Le sable est ge´ne´ralement le granulat employe´. Il est inerte dans la
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re´action chimique d’hydratation, mais participe a` la compacite´ du mortier durci. Dans
les constructions modernes, il doit re´pondre a` des exigences de granulome´trie pour
confe´rer plus au moins au mortier son homoge´ne´ite´. Les liants sont de nature varie´e ce
qui leur donne des caracte´ristiques me´caniques diffe´rentes. Ils sont donc tre`s diffe´rents
suivant leur conception et leur emploi.
Les mortiers anciens e´taient a` base de chaux, ils posse´daient une tre`s bonne viscosite´,
mais leur re´sistance me´canique e´tait faible et leur durcissement lent. La chaux grasse,
obtenue par extinction de la chaux vive, est la base du mortier traditionnel rencontre´
dans les e´difices anciens. Pour des raisons de couˆt, la chaux hydrate´e se`che est la plus
utilise´e aujourd’hui.
– La terre argileuse est un type de liant qui a e´te´ utilise´ dans les constructions
traditionnelles. On le reconnaˆıt a` sa re´sistance qui est mauvaise avec le temps.
– Les ciments usuels sont aussi appele´s liants hydrauliques car ils ont la proprie´te´
de s’hydrater en pre´sence d’eau et parce que cette hydratation transforme la
paˆte liante. Cette dernie`re a une consistance de de´part plus ou moins fluide, se
transforme en un solide pratiquement insoluble dans l’eau.
La re´sistance a` la compression du mortier est parfois conside´re´e comme crite`re
principal pour choisir le type de mortier, puisqu’elle est relativement facile a` mesurer.
Elle se relie ge´ne´ralement a` quelques autres proprie´te´s, comme la re´sistance a` la traction
et le pouvoir de re´tention d’eau du mortier. La re´sistance a` la compression du mortier
de´pend en grande partie du contenu du ciment (la chaux et le sable) utilise´ et du
rapport (E/C) eau-ciment. Par exemple, le rapport E/C est e´gal a` 0,5 pour un mortier
normal de type (EN 196-1).
Le tableau ci-dessus donne un aperc¸u des proprie´te´s me´caniques des mortiers.
Type de mortier Re´sistance en
compression(MPa)
Ciment/chaux Ciment de mac¸onnerie Ciment Test Test
/sable /sable /sable+adjuvant laboratoire in-situ
1/0.25/3 - - 16 11
1/0.5/4-4.5 1/ 2.5-3.5 1/3-4 6.5 4.5
1/1/5-6 1/4-5 1/5-6 3.6 2.5
1/2/8-9 1/5.5-6.5 1/7-8 1.5 1.0
Tableau 1.2 — Proprie´te´s me´caniques des mortiers suivant leur composition.
D’apre`s [43]
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1.2 Proprie´te´s me´caniques de la mac¸onnerie
1.2.1 Comportement sous sollicitation de compression uni-
axiale
La re´sistance a` la compression des mac¸onneries dans la direction normale aux joints
horizontaux est ge´ne´ralement conside´re´e comme le seul crite`re qui permette de de´finir
la re´sistance globale de la structure qui est un mate´riau composite. Les essais usuels
qui sont utilise´s pour obtenir cette re´sistance a` la compression uniaxiale sont pre´sente´s
sur la Figure 1.1.
Le premier cas repre´sente´ est un essai sur une pile de briques (Figure 1.1-a) qui reste
un essai peu repre´sentatif de la mac¸onnerie du fait de la re´sistance de l’e´chantillon
pendant l’essai [59]. Le deuxie`me cas d’essai montre´ sur la figure 1.1-b est appele´
essai de RILEM [95]. Le spe´cimen RILEM est assez large et repre´sentatif. Depuis les
travaux de Hilsdorf [43], il a e´te´ accepte´ par la communaute´ scientifique que la rupture
des structures mac¸onne´es est induite essentiellement par la diffe´rence des proprie´te´s
me´caniques entre les briques et les joints de mortier.
La compression uniaxiale de la mac¸onnerie conduit a` un e´tat de compression
triaxiale dans le mortier et a` une compression et a` une traction biaxiale dans les
e´le´ments de briques. Il est observe´ dans [59] que des fissures verticales apparaissent ini-
tialement sur les briques tout au long de la ligne me´diane du spe´cimen, qui se continue
au niveau des joints de mortier verticaux. Avec l’e´volution des de´formations, les fissures
verticales apparaissent de plus en plus, ce qui conduit a` la rupture du prisme par une
cassure au milieu de celui ci. L’exemple illustrant ce cas est montre´ par la Figure 1.1-c.
Le diagramme force-de´placement est obtenu sur un prisme de 500 × 250 × 600mm3,
compose´ de briques pleines en boue. On remarque que l’augmentation de la vitesse de
chargement me`ne a` une rupture de plus en plus fragile.
L’essai uniaxial dans la direction paralle`le aux joints horizontaux a rec¸u une at-
tention moins importante par la communaute´ scientifique. Cependant, la mac¸onnerie
repre´sente un mate´riau anisotrope et la re´sistance a` l’effort de compression applique´
suivant les joints horizontaux peut avoir une influence sur la force ultime de rupture.
D’apre`s Hoffmann et Schubert [44], le ratio entre les re´sistances a` la compression pa-
ralle`le et normale au joint horizontal est compris entre 0.2 et 0.8. Ces re´sultats ont e´te´
observe´s sur des e´prouvettes de mac¸onnerie qui sont constitue´es par des briques pleines
et perfore´es a` base d’argile, de calcium silicate et aussi du be´ton le´ger.
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Figure 1.1 — Comportement de la mac¸onnerie sous l’effet d’un effort normal aux
joints horizontaux (a) cas d’un empilement simple de briques. (b) Spe´cimen RILEM.
(c) Diagramme contrainte - de´formation d’un essai compression sur un prisme de
mac¸onnerie (500× 250× 600mm3)fm0 : [9] : re´sistance a` la compression du mortier.
D’apre`s [95]
1.2.2 Comportement sous sollicitation de traction uniaxiale
Pour une structure mac¸onne´e soumise a` une charge de traction dans le sens perpen-
diculaire aux joints horizontaux, la rupture est ge´ne´ralement cause´e par le de´collement
entre les briques et le mortier. Le comportement a` la traction peut eˆtre caracte´rise´ par
la re´sistance d’adhe´rence entre la brique et le joint de mortier, donc par la tenue en
traction de l’interface e´le´ment/mortier. Il faut signaler que le me´canisme d’adhe´rence
entre les briques et le mortier est peu connu, ce qui explique notre inte´reˆt pour ce sujet
et fait l’objet de notre e´tude.
Des essais ont e´te´ effectue´s par Backes [45] pour e´tudier le comportement des
mac¸onneries soumises a` un chargement de traction paralle`le aux joints horizontaux. Le
spe´cimen est re´alise´ sur une structure me´tallique comme on peut le voir sur la figure
1.2-a ; les deux profile´s me´talliques utilise´s devont former un angle droit pour obtenir
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la pre´cision souhaite´e. Le chargement est effectue´ via les plateaux d’acier attache´s au
spe´cimen par une colle tre`s re´sistante a` la traction (Figure 1.2- b).
Figure 1.2 — Essai de traction dans la direction paralle`le aux joints horizontaux
(a) Phase de construction (b) Dispositif de l’essai de traction. D’apre`s [45]
Les diagrammes contrainte - de´placement sont pre´sente´s sur la Figure 1.3 (a - b).
Les re´sultats ont montre´ que :
– La rupture est produite le plus souvent par un glissement dans les joints
horizontaux et une perte d’adhe´rence dans les joints verticaux.
– Lorsque la re´sistance a` la traction des briques est plus faible que l’adhe´rence
entre ces dernie`res et le mortier (dans le cas d’un mortier re´sistant par rapport
aux briques perfore´es ou creuses), la rupture peut se produire par le de´passement
de la re´sistance a` la traction des briques. Ceci peut influencer la re´sistance a` la
traction globale de la mac¸onnerie qui est finalement domine´e par la re´sistance a`
la traction des briques.
1.2.3 Comportement biaxial
L’anisotropie d’un e´le´ment en mac¸onnerie engendre´e par la faiblesse des joints par
rapport aux briques et/ou blocs ne´cessite l’analyse du comportement sous charge-
ment biaxial. Le comportement doit eˆtre de´crit par un tenseur de contraintes complet,
c’est-a`-dire tenir compte de l’anisotropie du mate´riau mac¸onnerie, qui implique des
comportements diffe´rents suivant les axes mate´riels.
La plupart des cas e´tudie´s expe´rimentalement sur des mac¸onneries soumises a` un
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Figure 1.3 — Diagramme contrainte -de´placement pour un essai de traction suivant
la direction paralle`le aux joints horizontaux : (a) Rupture induite par le glissement
dans les joints horizontaux et une perte d’adhe´rence dans les joints verticaux (b)
Rupture totale des joints et des briques. D’apre`s [45].
chargement biaxial sont montre´s par la Figure 1.4 [71, 72]. Ces tests ont e´te´ effectue´s
sur des prismes repre´sentatifs en briques a` base d’argile. L’orientation des contraintes
principales par rapport aux axes du mate´riau et le rapport des contraintes principales
influent conside´rablement sur le mode de rupture et bien e´videmment sur la re´sistance ;
les diffe´rents modes de ruptures sont illustre´s par la Figure 1.5.
Pour une traction uniaxiale, la rupture est produite par des fissures et le glissement
des joints verticaux et horizontaux. La contrainte de compression late´rale diminue la
re´sistance a` la traction, ce qui peut eˆtre explique´ par l’endommagement induit sur la
mac¸onnerie par les glissements des joints et par les microfissures au niveau des briques.
Dans le cas de chargement compression- traction, la rupture est induite soit par le
glissement soit par la fissuration des joints combine´s dans certains cas avec la fissuration
des briques. Des cas similaires de rupture sont constate´s pour la compression uniaxiale.
Les plans de rupture sont toujours perpendiculaires au plan du panneau.
Concernant le tableau 1.3, l’angle θ mesure l’orientation des efforts principaux par
rapport aux axes horizontal et vertical. Pour ce qui est de l’essai biaxial, pour la
plupart des rapports de contraintes principales σ1/σ2, la rupture apparaˆıt dans un
plan paralle`le aux surfaces libres du panneau, inde´pendamment de l’orientation des
axes principaux. Ce mode de rupture se rencontre couramment dans les cas des murs
doubles (composites) ou a` aˆme remplie, ou` les interfaces entre les diffe´rentes couches
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verticales sont des surfaces me´caniquement faibles. Si une des contraintes principales
est dominante, la rupture se produisant de fac¸on perpendiculaire aux surfaces libres,
est provoque´e par le glissement dans les joints. Dans ce dernier cas, l’anisotropie due
a` l’orientation des joints joue un roˆle conside´rable.
Figure 1.4 — Essai biaxial sur des panneaux de mac¸onnerie. D’apre`s [71, 72]
1.2.4 Comportement au cisaillement
Les murs en mac¸onnerie peuvent eˆtre soumis a` des efforts horizontaux, tels que le
vent, les pousse´es de terre et les tremblements de terre, dans leurs plans et aussi suivant
le plan perpendiculaire aux murs. L’e´valuation de la re´sistance des mac¸onneries due
aux efforts de cisaillement permet de pre´voir et estimer la stabilite´ et la fiabilite´ de la
structure.
Dans le cas d’un cisaillement dans le plan, le mur est soumis a` des efforts horizon-
taux, en plus d’un chargement vertical dans le plan du mur. Ce chargement biaxial
est simplifie´ par le sche´ma propose´ par la Figure 1.5. Le mur est soumis a` un charge-
ment vertical uniforme le long de la partie supe´rieure qui vient s’ajouter une charge
horizontale concentre´e.
Les diffe´rents modes de rupture obtenus sont :
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1. Rupture due au frottement et au cisaillement horizontal au niveau des joints
horizontaux,
2. Rupture en traction dans les joints infe´rieurs du mur cause´e par le moment
d’encastrement,
3. Rupture en compression de la mac¸onnerie a` la base du mur induite par la force de
traction transversale dans les unite´s et enfin rupture due au cisaillement.
Dans ce dernier cas, la combinaison des efforts de compression et de traction conduit
a` une rupture diagonale du mur. Ce mode de rupture peut eˆtre de´compose´ en une
rupture des joints horizontaux et une rupture en traction des briques.
Pour un effort vertical et une force de cisaillement faibles, la rupture diagonale se
produit le long des joints verticaux et horizontaux et prend une forme d’escalier. Pour
le cas d’un effort vertical de forte intensite´ et une faible force de traction dans les
briques, la rupture diagonale passe a` travers les briques et le long des joints verticaux.
Ce dernier mode est appele´ aussi rupture fragile ou effondrement. Il est ge´ne´ralement
cause´ par la de´gradation de la rigidite´ de la mac¸onnerie.
D’autre part, la rupture des joints est conside´re´e comme e´tant une rupture ductile
parce que meˆme apre`s l’apparition de fissures en forme d’escalier, des forces horizontales
peuvent encore induire du frottement.
Figure 1.5 — Modes de rupture d’un mur en mac¸onnerie soumis un chargement
biaxial
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Tableau 1.3 — Modes de rupture d’une mac¸onnerie constitue´e de briques a` base
d’argile soumise a` un chargement biaxial. D’apre`s [35]
1.2.5 Essais de PAGE (1980, 1981, 1983)
On peut dire que l’une des e´tudes les plus comple`tes re´alise´es a` ce jour sur les
caracte´ristiques de re´sistance de la mac¸onnerie est l’e´tude faite par PAGE (1981, 1983).
Il s’agissait d’une se´rie de traction biaxiale, compression biaxiale et des essais biaxiaux
de traction-compression a` diffe´rentes orientations des joints de mortier par rapport a`
la direction de chargement. Tous les essais ont e´te´ effectue´s dans le plan, c’est a` dire
aucune information n’est disponible sur le comportement hors plan. Les panneaux ont
e´te´ construits avec des briques de dimensions 115mm × 55mm × 38mm et des joints
d’e´paisseur 5mm, figure 1.6. En plus des essais sur les panneaux de mac¸onnerie, les
proprie´te´s de re´sistance des constitutions, c’est a` dire briques et mortier, ont e´galement
identifie´s. le tableau 1.4 contient les donne´es communique´es par PAGE dans l’article
de 1983.
Comme on l’a pre´cise´ pre´ce´demment, les crite`re biaxiaux permettent de mettre en
e´vidence l’anisotropie engendre´e par l’appareil. Cette anisotropie est principalement
due a` la faiblesse relative des joints devant les e´le´ments. Elle peut eˆtre accentue´e par
l’anisotropie e´ventuelle des e´le´ments (briques creuse, agglome´re´s). Nous donnons ici
quelques re´sultats caracte´ristiques d’essais biaxiaux dus a` PAGE (1980, 1981, 1983).
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Proprie´te´s valeurs
Re´sistance a` la compression des briques (MPa) 15.4
Re´sistance a` la compression du mortier (MPa) 5.08
Cisaillement pur du mortier (MPa) 0.3
Re´sistance a` la traction de panneaux dans(MPa) 0.24
Tableau 1.4 — Parame`tres identifie´ par PAGE 1983
Figure 1.6 — Dimensions de la mac¸onnerie utilise´e dans les expe´riences de PAGE
(article [50])
Sur la figure 1.7, le crite`re de rupture est repre´sente´ dans le plan (σ1, σ2) pour un
essai de traction compression. On note que le crite`re de rupture de´croˆıt brutalement
avec l’angle.
Pour un angle de θ = 90◦, on retrouve un essai de traction directe ou` l’on peut
constater que le seuil de rupture varie line´airement avec la pression de confinement.
L’ensemble des autres courbes pre´sente une concavite´ plus au moins marque´e souvent
synonyme de rupture fragile. Selon PAGE (1983), la rupture se produit principalement
suivant des plans normaux au panneau, dans des me´canismes mettant en jeu le plus
souvent la rupture des joints, en particulier, lorsque la compression est faible.
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Figure 1.7 — Test biaxial traction-compression (d’apre`s [71, 72])
1.3 Mode´lisation des structures mac¸onne´es
La connaissance des proprie´te´s des mate´riaux constitutifs de la mac¸onnerie n’est
pas suffisante pour de´terminer le comportement de la mac¸onnerie elle-meˆme. Il faut
en effet tenir compte de la micro-structure, des proportions des constituants ou du
comportement des interfaces. Ainsi, la forte he´te´roge´ne´ite´ et la grande diversite´ de ses
mate´riaux constitutifs et de leur arrangement rendent la mac¸onnerie particulie`rement
difficile a` mode´liser. La mac¸onnerie peut ainsi eˆtre traite´e a` deux e´chelles diffe´rentes :
– l’e´chelle macroscopique, c’est-a`-dire celle de la structure, ou` l’on peut conside´rer
la mac¸onnerie comme homoge`ne et continue ;
– l’e´chelle microscopique, c’est-a`-dire celle des e´le´ments (blocs ou joints), ou` la
mac¸onnerie est he´te´roge`ne.
Les mode`les de mac¸onnerie propose´s dans la litte´rature prennent a` la fois en compte
la spe´cificite´ de la mac¸onnerie e´tudie´e ainsi que le niveau d’information souhaite´ et,
e´ventuellement, les donne´es expe´rimentales dont on dispose.
Malgre´ l’abondance et la diversite´ des e´tudes sur le sujet, on peut de´gager trois
grandes approches correspondant au choix de l’e´chelle d’e´tude du mate´riau.
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1.3.1 Mode´lisation macro-me´canique des structures
mac¸onne´es
Dans ce type de mode´lisation, on conside`re la mac¸onnerie comme un mate´riau
homoge`ne et continu auquel on peut appliquer les principes de la me´canique des milieux
continus. Diffe´rentes hypothe`ses de comportement sont alors possibles en fonction des
phe´nome`nes que l’on veut mode´liser et des donne´es expe´rimentales a` disposition.
Mode´lisation en plasticite´ parfaite. Les notions de plasticite´ parfaite permettent de
mettre au point des mode`les de structures mac¸onne´es en faisant intervenir un minimum
de parame`tres caracte´ristiques du mate´riau.
On peut e´valuer simplement la stabilite´ de la mac¸onnerie par la the´orie du calcul
a` la rupture. Le calcul a` la rupture permet de de´terminer le domaine de chargement
potentiellement supportable par la structure en se basant sur la seule connaissance des
efforts qui lui sont impose´s et de la capacite´ de re´sistance du mate´riau. La difficulte´
reste la caracte´risation de cette capacite´ de re´sistance : on s’appuie ge´ne´ralement sur
une re´sistance limite en compression, une re´sistance faible en traction et un crite`re de
frottement de Coulomb. C’est a` Coulomb (1773) que l’on doit les travaux pre´curseurs
sur le sujet, qui seront ensuite de´veloppe´s par Me´ry (1840) puis Delbecq (1983). Cette
me´thode est explique´e en de´tail en annexe A.
L’analyse limite et les travaux de Heyman (1966) introduisent de nouvelles hy-
pothe`ses qui vont permettre de qualifier la relation contraintes-de´formations et de
de´finir ainsi une nouvelle classe de mate´riau adapte´ au cas de la mac¸onnerie que sont les
Non-Tension Materials, des mate´riaux qui ont une re´sistance illimite´e en compression,
une re´sistance nulle a` la traction et dans lesquels aucun glissement n’est autorise´.
Mode´lisation en e´lasticite´ line´aire. La me´thode des e´le´ments finis en e´lasticite´
line´aire a e´te´ abondamment utilise´e pour mode´liser des e´difices monumentaux en
mac¸onnerie, comme la Basilique St Marc a` Venise (Mola et Vitaliani, 1997) ou la
fac¸ade de la Basilique St Pierre de Rome (Macchi, 2001). Ce type de calcul permet de
montrer l’influence de la ge´ome´trie sur le comportement de la structure : il pointe ainsi
les zones sensibles, c’est-a`-dire celles susceptibles d’eˆtre sollicite´es en traction. La dif-
ficulte´ re´side dans la caracte´risation des diffe´rents parame`tres e´lastiques du mate´riau.
D’autre part, ce type de mode´lisation est tre`s couˆteux en temps de calcul et il est
souvent difficile de de´terminer la rupture de la structure.
Prise en compte des phe´nome`nes ine´lastiques. La mac¸onnerie peut eˆtre conside´re´e
comme un ge´omate´riau quasi-fragile ; a` ce titre, il peut eˆtre inte´ressant de prendre en
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compte les phe´nome`nes ine´lastiques propres a` ces mate´riaux que sont la plasticite´ non
associe´e et l’endommagement fragile.
Lourenc¸o et al. (1997) proposent un mode`le de mac¸onnerie en plasticite´ non as-
socie´e en s’appuyant sur les travaux re´alise´s pour le be´ton, permettant de simuler les
comportements ine´lastiques du mate´riau en compression comme en traction.
On˜ate et al. (1997) ont adapte´ les mode`les nume´riques de calcul en endommagement
du be´ton au cas de la mac¸onnerie.
Or, les ge´omate´riaux sont en re´alite´ soumis au couplage de ces deux phe´nome`nes.
Lotfi et Shing (1991) ont propose´ un mode`le d’endommagement fragile et de plasticite´
couple´s applique´ au cas particulier des mac¸onneries chaˆıne´es et arme´es.
Les mode`les macro-me´caniques permettent de donner une premie`re appre´ciation
du comportement des structures mac¸onne´es qui fournit des re´sultats cohe´rents avec
les donne´es expe´rimentales ; ils peuvent se´duire par leur relative simplicite´ de mise en
oeuvre. Ne´anmoins, ces mode´lisations n’autorisent pas la localisation des de´formations
au sein de la structure et ne permettent donc pas de rendre compte de la fragilite´ ave´re´e
de la mac¸onnerie au niveau des joints.
1.3.2 Mode´lisation micro-me´canique des structures
mac¸onne´es
L’approche micro-me´canique consiste a` se placer a` une e´chelle permettant la prise
en compte de l’he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau. La mac¸onnerie est alors conside´re´e comme
un milieu polyphase´ dont chaque composant est inte´gre´ dans la mode´lisation. On dis-
tingue les mode´lisations micro-me´caniques selon qu’elles conside`rent le mate´riau comme
continu ou discret.
Mode`les micro-me´caniques discrets. Dans les mode`les micro-me´caniques discrets, la
mac¸onnerie est conside´re´e comme un ensemble d’e´le´ments relie´s entre eux par des lois
de contact simulant l’action du joint.
Le mode`le discret le plus employe´ dans l’e´tude des mac¸onneries est la me´thode des
e´le´ments distincts (MED). Cette me´thode, initie´e et de´veloppe´e par Cundall en 1971
pour l’analyse des massifs rocheux fissure´s, a e´te´ utilise´e par de nombreux chercheurs
pour mode´liser les structures mac¸onne´es (Lemos, 1997 ; Idris et al., 2008). Ici, les blocs
sont mode´lise´s par des solides rigides ou de´formables lie´s entre eux par des lois de
contact re´gulie`res et dont le mouvement est de´crit par les e´quations de Newton-Euler ;
le proble`me est ensuite re´solu par des sche´mas explicites.
On peut e´galement introduire des lois de contact non-re´gulie`res type conditions
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de Signorini ou frottement sec de Coulomb ; la re´solution passe alors ne´cessairement
par l’emploi de sche´mas implicites, ce qui rend les temps de calcul plus longs. On
citera parmi ces me´thodes non-re´gulie`res la me´thode Non-Smooth Contact Dynamics
(NSCD) initie´e par Moreau (1988) et Jean (1999) qui a e´te´ utilise´e pour mode´liser des
structures mac¸onne´es (Acary, 2001 ; Chetouane et al., 2005 ; Rafiee et al., 2008).
Ces mode`les permettent de simuler les me´canismes de ruine par grande de´formation
qui interviennent dans la mac¸onnerie pour un couˆt de calcul qui reste raisonnable. Elles
demandent un grand nombre de parame`tres, notamment au niveau des lois de contact,
qu’il n’est pas toujours facile de mesurer.
Mode`les micro-me´caniques continus. Les mode`les micro-me´caniques continus ont
e´te´ introduits pour rendre compte des phe´nome`nes de plasticite´ et d’endommagement
de la mac¸onnerie. Le milieu est conside´re´ comme he´te´roge`ne mais continu ; on exclut
donc les possibilite´s de de´solidarisation d’une partie de la structure. Les premiers tra-
vaux remontent a` Page (1978) ; on pourra plus re´cemment se reporter aux travaux de
Lotfi et Shing (1994), Lourenc¸o et Rots (1997) ou Shieh-Beygi et Pietruszczak (2008).
Ces mode´lisations permettent une e´valuation pre´cise des phe´nome`nes non-line´aires
qui interviennent dans la mac¸onnerie mais leur re´solution nume´rique est souvent com-
plexe et l’e´valuation des parame`tres ne´cessaires a` leur mise en oeuvre souvent difficile.
Les mode`les micro-me´caniques permettent de rendre compte pre´cise´ment des
phe´nome`nes qui interviennent dans la mac¸onnerie, notamment au niveau des joints,
faisant ainsi apparaˆıtre une faible re´sistance du mate´riau a` la traction ainsi qu’un
me´canisme de frottement sec. Le proble`me tient ici au couˆt de calcul de telles
mode´lisations ainsi qu’a` la caracte´risation des diffe´rents parame`tres ne´cessaires au
mode`le.
1.3.3 Mode´lisation multi-e´chelle des structures mac¸onne´es
La mode´lisation multi-e´chelle fournit une alternative aux deux approches
pre´sente´es pre´ce´demment en construisant des mode`les macro-me´caniques base´s sur des
conside´rations micro-me´caniques.
Le milieu he´te´roge`ne est ainsi remplace´ par un milieu homoge`ne e´quivalent, c’est-a`-
dire un milieu homoge`ne qui aura les meˆmes caracte´ristiques me´caniques que le milieu
he´te´roge`ne de de´part. On distingue deux types de me´thode d’homoge´ne´isation :
– les me´thodes de bornes, bien adapte´es aux mac¸onneries de blocage ;
– l’homoge´ne´isation pe´riodique, a` privile´gier pour les mac¸onneries re´gulie`res.
Ensuite, on e´tudie le milieu homoge´ne´ise´ en recourant a` des mode`les similaires a` ceux
de´crits dans la mode´lisation macro-me´canique.
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Pande et al. (1989) ont e´te´ les premiers a` de´velopper cette me´thode pour de´terminer
les proprie´te´s e´lastiques d’une mac¸onnerie pe´riodique ; cette me´thode a ensuite e´te´
formalise´e par Anthoine (1995). De Buhan & de Felice (1997) et Sab (2003) ont applique´
la the´orie, dans des travaux se´pare´s, de l’homoge´ne´isation pe´riodique au calcul a` la
rupture. Les recherches portent de´sormais sur la mode´lisation en plasticite´ (Lopez et
al., 1999 ; Zucchini et Lourenc¸o, 2007) et en endommagement (Luciano et Sacco, 1997 ;
Zucchini et Lourenc¸o, 2004 ; Calderini et Lagomarsino, 2006).
Ces me´thodes permettent d’inte´grer le caracte`re he´te´roge`ne de la structure tout en
conservant la simplicite´ des calculs sur milieux homoge`nes. Elles donnent des re´sultats
inte´ressants dans la mode´lisation des phe´nome`nes line´aires ; la mode´lisation des com-
portements non-line´aires est encore en cours de recherche.
Ce tour d’horizon des diffe´rentes e´tudes sur la mac¸onnerie nous a permis de voir
que le sujet e´tait difficile a` traiter compte tenu de la grande varie´te´ des types de
mac¸onnerie et de la complexite´ des phe´nome`nes physiques qui interviennent. Trois
grands types d’approche ont e´merge´, correspondant chacun a` un choix d’e´chelle d’e´tude
du mate´riau, selon qu’on le conside`re comme homoge`ne, homoge´ne´ise´ ou he´te´roge`ne.
Les diffe´rents mode`les s’attachent a` caracte´riser un ou plusieurs mode`les de compor-
tement (plasticite´ parfaite, e´lasto-plasticite´, plasticite´ non associe´e, endommagement
fragile) de la mac¸onnerie en s’appuyant sur des observations empiriques ou sur des
donne´es expe´rimentales.
1.4 Conclusion
Au de´but de ce chapitre, une pre´sentation des diffe´rents types de constituants de
mac¸onnerie a e´te´ faite a` travers une nomenclature succincte.
L’ensemble des travaux expe´rimentaux qui ont e´te´ recense´s conside`re la mac¸onnerie
comme un mate´riau, a` part entie`re, homoge`ne et continu. Implicitement, le ca-
racte`re he´te´roge`ne et microstructurel est alors ne´glige´ au profit d’une description
phe´nome´nologique macroscopique. Les re´sultats de ce type d’essais ont souvent borne´s
a` l’estimation de crite`re de rupture et peu d’informations sont donne´es sur les
phe´nome`nes ine´lastiques qui se produisent dans le mate´riau. Ceci est peut eˆtre le
re´sultat de l’hypothe`se homoge´ne´ite´ du mate´riau mac¸onnerie qui est tre`s restrictive.
Afin de mieux comprendre les phe´nome`nes ine´lastiques qui peuvent se produire, le
comportement me´canique des mac¸onneries a e´te´ replace´ dans le contexte plus ge´ne´ral
des ge´omate´riaux quasi-fragiles. Deux conclusions principales e´mergent dans ce travail :
– La prise en compte de plusieurs e´chelles d’e´tudes semble s’imposer si l’on veut
de´crire le comportement des mac¸onneries. Dans ce chapitre, trois e´chelles prin-
cipales ont e´te´ mises en e´vidence : une e´chelle macroscopique, une e´chelle
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me´soscopique et une e´chelle microscopique. A chacune des ces e´chelles, des hy-
pothe`ses doivent eˆtre faites confe´rant a` la mac¸onnerie un caracte`re homoge`ne ou
he´te´roge`ne, continu ou discret.
– Deux phe´nome`nes ine´lastiques caracte´risent le comportement de la mac¸onnerie
a` ces diffe´rentes e´chelles. Le premier et l’endommagement fragile et le second la
plasticite´ non associe´e. Ces phe´nome`nes sont intimement couple´s et conduisent a`
des comportements globaux complexes.
Les enseignements qui peuvent eˆtre tire´s des ces conclusions sommaires, sont a` la
base des mode´lisations qui seront pre´sente´es dans les chapitres suivants. Nous donne-
rons un aperc¸u au chapitre suivant, des mode´lisations multi-e´chelles en 3D qui s’ap-
puient sur des me´caniques fortes pour de´crire les comportements des mac¸onneries.
CHAPITRE2
Analyse limite et
homoge´ne´isation
pe´riodique des plaques
L’homoge´ne´isation des plaques pe´riodiques a e´te´ de´ja` largement e´tudie´e dans
diffe´rents cadres : mate´riaux constitutifs e´lastiques, e´lasto-plastiques ou rigides par-
faitement plastiques. Nous exposons brie`vement par la suite l’essentiel des travaux sur
de telles proble´matiques.
L’homoge´ne´isation de plaques pe´riodiques e´lastiques a e´te´ e´tudie´e par beaucoup
d’auteurs ((Duvaut et Metellus, 1976), (Caillerie, 1984), (Kohn et Vogelius, 1984) et
(Lewinski et Telega, 1999), par exemple). Pour une valeur fixe de la taille caracte´ristique
de la plaque L, le proble`me d’homoge´ne´isation consiste a` trouver la solution asympto-
tique quand l’e´paisseur t et la pe´riode ² tendent vers ze´ro. Caillerie (1984) a conside´re´
une plaque he´te´roge`ne d’e´paisseur constante et a abouti a` un mode`le de plaque de
Love-Kirchhoff e´quivalent. Toutefois, comme il a e´te´ montre´ dans (Caillerie, 1984) et
(Kohn et Vogelius, 1984), le sche´ma d’homoge´ne´isation de´pend de l’ordre de conver-
gence vers 0 de t et ². En effet, lors du processus d’homoge´ne´isation, l’ordre de passage
a` la limite de ces deux parame`tres ne commutent pas et conduit a` diffe´rents re´sultats.
La me´thode d’homoge´ne´isation pour la de´termination du domaine de re´sistance
global d’un milieu 3D pe´riodique he´te´roge`ne a e´te´ initialement introduite dans (Su-
quet, 1983), (de Buhan, 1986) et (Bouchitte´, 1986-1987) pour les milieux continus
pe´riodiques, par Sab (1994) pour les milieux continus ale´atoires et dans (Florence et
Sab, 2006) pour les milieux discrets. Pour un milieu continu 3D pe´riodique dans les
trois directions, il a e´te´ prouve´ dans (Bouchitte´, 1986-1987) que la charge limite pour le
vrai mate´riau he´te´roge`ne est asymptotiquement e´gale a` la charge limite pour la plaque
homoge´ne´ise´e, quand la taille de l’he´te´roge´ne´ite´ tend vers 0 et lorsque les conditions
limites sont telles qu’il n’y ait pas d’effets de bord libre. C’est effectivement le cas
quand tous les de´placements sont impose´s aux frontie`res de la structure. Par ailleurs,
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on trouvera un contre-exemple dans (de Buhan, 1986) ou` la charge limite pour le do-
maine du mate´riau he´te´roge`ne re´el est asymptotiquement strictement infe´rieure a` la
charge limite pour la mate´riau homoge`ne e´quivalent.
Dans leurs travaux, Bourgeois et al. (1998) et Sab (2003) ont propose´ de manie`re
inde´pendante de substituer la plaque 3D pe´riodique dans le plan par une plaque ho-
moge`ne de Love-Kirchhoff e´quivalente dont le domaine de re´sistance macroscopique
homoge´ne´ise´ est de´termine´ a` partir de la re´solution d’un proble`me auxiliaire sur la cel-
lule de base 3D. Cette proce´dure est une ge´ne´ralisation a` l’analyse limite des travaux
de Caillerie (1984) sur les plaques minces e´lastiques.
Un mur en mac¸onnerie peut eˆtre conside´re´ comme une plaque pe´riodique dans son
plan et dont l’e´paisseur et la taille de la pe´riode dans le plan sont du meˆme ordre de
grandeur. Ainsi, on s’inte´resse dans ce chapitre a` l’homoge´ne´isation en analyse limite
de telles plaques. Dans la partie introductive, on rappelle brie`vement quelques pro-
prie´te´s du domaine convexe, ainsi que les the´ories de plaque (milieu bidimensionnel).
Par la suite, on pre´sente aussi quelques rappels concernant les grands principes de l’ana-
lyse limite et de l’homoge´ne´isation pe´riodique. Finalement, on applique ces me´thodes
pour de´terminer le convexe de re´sistance homoge´ne´ise´ dans le plan d’une mac¸onnerie
constitue´e des blocs infiniment re´sistants se´pare´s par des interfaces.
2.1 Rappels sur les domaines convexes
2.1.1 Domaines de plasticite´ ou de re´sistance
On introduit le domaine de plasticite´ ou de re´sistance G(x) ⊂ R6 du mate´riau au
point x = (x1, x2, x3) de la structure. Il caracte´rise les contraintes plastiquement ad-
missibles en ce point σ ∈ G(x). Le domaine G(x) posse`de les caracte´ristiques suivantes
(expe´rimentalement intuitives) :
σ = 0 ∈ G(x) (2.1)
c’est-a`-dire que la contrainte nulle est admissible plastiquement. Et e´galement :{
∀σ1 ∈ G(x), ∀σ2 ∈ G(x), ∀α ∈ [0; 1]
ασ1 + (1− α)σ2 ∈ G(x)
(2.2)
qui traduit la convexite´ du domaine (des hypothe`ses plus restrictives peuvent eˆtre
adopte´es, mais on ne les de´taillera pas ici : voir (Salenc¸on, 1983)). On supposera
e´galement que le domaine est ferme´. Dans la plupart des crite`res courants (Coulomb,
Tresca,Von-Mises,...), le domaine de re´sistance est associe´ a` une fonction seuil f qui est
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aussi convexe et diffe´rentiable presque partout par rapport au tenseur des contraintes
σ.
L’e´quivalence s’e´crit de la manie`re suivante :
σ ∈ G(x) ⇔ f(x,σ) 6 0. (2.3)
Citons en exemple, le crite`re de plasticite´ de Mohr-Coulomb :
f (σ) = sup
i=1,2,3
j=1,2,3
{(1 + sinϕ)σi − (1− sinϕ)σj − 2c cosϕ} (2.4)
Ou` les σi sont les contraintes principales, c est la cohe´sion, ϕ est l’angle de ”frottement
interne” ; on posera H = c.cotgϕ, appele´e ”pression de cohe´sion”, qui apparaˆıt comme
la limite de re´sistance en traction triple. Dans le cas d’un mate´riau he´te´roge`ne, les
valeurs de ϕ et c de´pendent de la position du point x.
2.1.2 Fonction d’appui
Tout domaine convexe ferme´ est uniquement de´termine´ par une fonction convexe
positivement homoge`ne de degre´ 1. On appelle cette fonction la fonction support ou
fonction d’appui du domaine convexe (Ekeland et Temam, 1976). La fonction d’appui
pi(x,d) du domaine G(x) est de´finie de la manie`re suivante :
pi (x,d) = sup
σ ∈G(x)
σ : d
⇔
G (x) = {σ|σ : d 6 pi (x,d) , ∀d}
(2.5)
ou` d = (dij) est un taux de de´formation (plastique), repre´sente´ par un tenseur
syme´trique d’ordre 2. La donne´e de la fonction d’appui au point x pour tout d ∈ R6
est e´quivalente a` la donne´e de G(x) lui-meˆme. Ainsi, si le domaine G est de´crit par une
fonction seuil f , on a :
pi (x,d) = sup
σ,f(x,σ)60
σ : d (2.6)
La fonction d’appui a des proprie´te´s inte´ressantes :
– pi est une fonction positive. (Comme la contrainte nulle est admissible, il suffit
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de prendre la valeur en ce point dans (2.6))
– pi est positivement homoge`ne de degre´ 1, i.e. :
∀α > 0, ∀d, pi (x, αd) = αpi (x,d) (2.7)
– pi est convexe.
On notera, enfin, que si le domaine de plasticite´ est borne´ dans toutes les directions
de l’espace, le ”sup” dans la fonction pi est atteint pour un ou plusieurs e´tats de
contraintes (selon la stricte convexite´ du domaine ou non). Si le domaine est non
borne´, il existe des valeurs du taux de de´formation d pour lesquelles la valeur de la
fonction pi est infinie. On appelle souvent cette fonction d’appui la fonction de densite´ de
dissipation plastique. Par exemple, dans le cas d’un crite`re de Morh-Coulomb tronque´
en traction, on a ((Salenc¸on, 1983)) :
pi (x,d) =
 c (|d1|+ |d2|+ |d3| − trd) . tan
(pi
4
+
ϕ
2
)
si trd ≥ A
+∞ si trd < A
(2.8)
Avec :
A = (|d1|+ |d2|+ |d3|) . sinϕ
ou` d1, d2, d3 sont les valeurs propres de d.
Une de´finition cine´matique du domaine de re´sistance a` partir de la fonction pi revient
a` dire que G(x) est l’ensemble des tenseurs de contrainte σ tels que le minimum de la
fonction, d 7→ (pi (x,d)− σ : d), sur la sphe`re unite´ ‖d‖ = 1 est positif.
G (x) =
{
σ| inf
‖d‖=1
(pi (x,d)− σ : d) > 0
}
(2.9)
On peut utiliser la fonction pi pour caracte´riser le domaine par sa fonction seuil F
de´finie par :
F (x,σ) = sup
‖d‖=1
{σ : d − pi (x,d)} (2.10)
Sur les surfaces de discontinuite´ de vitesse de normale sortant n au point x, la
fonction d’appui pi (n ⊗s [v]) est de´finie par :
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pi (n ⊗s [v]) = sup {T. [v (x)] | T ∈ g (x,n (x))} (2.11)
n (x) est la normale au point x a` la surface de discontinuite´ et [v (x)] est le saut de la
vitesse au meˆme point. Le vecteur T = σ (x) .n (x) e´tant e´videmment line´aire en σ (x),
il en re´sulte que lorsque σ (x) parcourt G (x), T parcourt le domaine g (x,n (x)) dans
l’espace R3 des vecteurs-contraintes, et g (x,n (x)) posse`de dans cet espace les meˆmes
proprie´te´s que celle e´nonce´es pre´ce´demment pour le domaine G(x) dont il est issu, dans
R6.
2.1.3 Frontie`re du domaine de plasticite´
2.1.3.1 Caracte´risation directe ou statique
On sait qu’un e´tat de contrainte, σ est sur la frontie`re du domaine de plasticite´,
G(x) note´e ∂G (x) , si et seulement si le minimum de l’e´quation (2.9) est e´gal a` 0. Ainsi,
on e´crit :
σ ∈ ∂G (x) ⇔ ∃d 6= 0, σ ∈ ∂pi (x,d) (2.12)
ou` ∂pi (x,d) est le sous diffe´rentiel de la fonction pi au point d.
En pratique, on notera que le sous-diffe´rentiel de la fonction pi en un point d,
∂pi (x,d), se re´duit a` l’expression de sa de´rive´e ∂pi
∂d
(x,d) si la fonction pi est diffe´rentiable
au point d.
On remarquera e´galement que la fonction pi n’est pas diffe´rentiable au point d = 0
(par construction) et que le sous-diffe´rentiel en 0 est justement le domaine de re´sistance
G(x) (le produit σ : d e´tant nul partout au point d = 0 tous les e´tats de contrainte
dans le domaine de re´sistance re´alisent le maximum du produit, i.e 0).
2.1.3.2 Caracte´risation cine´matique
On peut e´galement caracte´riser la frontie`re du domaine de plasticite´ (ou de
re´sistance) ∂G (x) de la manie`re suivante :
Pour un e´tat de contrainte fixe´ non nul, σ 6= 0, on note b (x,σ) > 0 la fonction re´elle
positive telle que b (x,σ)× σ ∈ ∂G (x)
b (x,σ) = inf
{d|σ:d=1}
pi (x,d) . (2.13)
Ainsi, la frontie`re du domaine de plasticite´ ∂G (x) peut eˆtre ge´ne´re´e en conside´rant
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toutes les directions de l’espace des contraintes comme suit :
σ ∈ ∂G (x)⇔ ∃σ ′, σ ′ : σ ′ = 1, b (x,σ ′) <∞, σ = b (x,σ ′)× σ ′. (2.14)
L’e´quation (2.12) peut eˆtre qualifie´e de me´thode directe pour la de´termination de.
G(x) et les e´quations (2.13-2.14) de me´thode cine´matique.
Classiquement, la fonction support du domaine de plasticite´ pi (x,d) est la densite´
de puissance de dissipation correspondant a` une re`gle normale d’e´coulement. Dans sa
version la plus ge´ne´rale, la re`gle normale d’e´coulement, qui relie le taux de de´formation
a` la contrainte, s’e´crit :
σ ∈ G (x)
(σ − σ ′) : d > 0 ∀σ ′ ∈ G (x) .
(2.15)
Quand le crite`re de plasticite´ f(x,σ) est diffe´rentiable par rapport aux contraintes
σ, la re`gle d’e´coulement ci-dessus est e´quivalente a` la re`gle d’e´coulement classique de
la plasticite´ parfaite :
d = λ
∂f
∂σ
avec λ > 0, 6 0 et λf = 0 (2.16)
ou` λ(x) est le champ multiplicateur de Lagrange sur le domaine conside´re´.
2.2 The´orie des plaques : ge´ne´ralite´s
Les plaques sont des structures planes pour lesquelles une surface moyenne peut
eˆtre identifie´e, deux dimensions e´tant pre´ponde´rantes par rapport a` la troisie`me. Sur
la Figure 2.1, le domaine global est donc Ω = w × ]− t
2
, t
2
[
avec w ⊂ R2.
L’ide´e de toute the´orie de plaque est de substituer a` la structure 3D pre´sentant
une faible e´paisseur par une structure 2D qui lui soit e´quivalente, pre´sentant plus de
simplicite´ pour les calculs. On pre´sentera, ci-dessous, une manie`re de de´finir la plaque
e´quivalente au 3D, en de´veloppant les e´quations constitutives de celle-ci dans le cadre
de l’e´lasticite´.
Dans la suite, on munit l’espace d’un repe`re orthonorme´ (e1, e2, e3). On note
(x1, x2, x3) les variables d’espaces associe´es. De plus, la notation u,α signifie la de´rive´e
partielle du champ u par rapport a` la variable d’espace xα. Enfin, les indices grecs
parcourent 1, 2 et les indices latin parcourent 1, 2, 3.
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Figure 2.1 — Plaque homoge`ne
2.2.1 Efforts ge´ne´ralise´s de plaque
On conside`re une plaque d’e´paisseur t qui occupe le volume Ω = w× ]− t
2
, t
2
[
de R3.
Cette plaque est encastre´e sur son bord late´ral ∂Ωl = ∂w ×
]− t
2
, t
2
[
. Elle est soumise
a` des champs de forces surfaciques T− sur sa face infe´rieure ∂Ω−3 et T
+ sur sa face
supe´rieure ∂Ω+3 . On se place dans l’hypothe`se de petites perturbations. Le mate´riau
constituant la plaque est suppose´ homoge`ne et e´lastique. Le comportement s’e´crit :
εij = Sijklσklouσij = Rijklεkl
Ou` les σij sont les composantes du tenseur des contraintes σ et les εij les compo-
santes du tenseur de de´formation ε.
On introduit alors les efforts ge´ne´ralise´s suivants associe´s a` la contrainte 3D, σ :
– N tenseur des efforts membranaires,
– M tenseur des moments fle´chissants,
– Q vecteur des efforts tranchants
de´finis par :
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Nαβ =
t
2∫
− t
2
σαβdx3
Mαβ =
t
2∫
− t
2
x3σαβdx3 et
Qα =
t
2∫
− t
2
σα3dx3
(2.17)
2.2.2 Equation d’e´quilibre
En inte´grant l’e´quation d’e´quilibre div σ = 0 sur l’e´paisseur de la plaque et en
utilisant les conditions aux limites, on trouve les e´quations d’e´quilibre ge´ne´ralise´es
suivantes :

Nαβ,β + T
+
α + T
−
α = 0,
Mαβ,β −Qα + t
2
(
T+α − T−α
)
= 0,
Qα,α + T
+
3 + T
−
3 = 0,
(2.18)
avec α, β = 1, 2.
2.2.3 Cine´matique
2.2.3.1 Le mode`le de Love-Kirchhoff
Dans ce mode`le, on ne conside`re que les efforts ge´ne´ralise´s N et M dans l’e´criture
de l’e´nergie e´lastique. L’e´nergie due aux cisaillements est donc ne´glige´e.
On le construit en faisant des hypothe`ses mixtes sur la forme des contraintes et des
de´formations. Premie`rement, si l’e´paisseur t est tre`s petite devant les autre dimensions
caracte´ristiques, les contraintes hors-plan σi3 sont tre`s petites devant les contraintes
dans le plan σαβ (contraintes planes). On peut donc les ne´gliger dans l’e´nergie e´lastique
et les prendre nulles σi3 = 0 pour i = 1, 2, 3. Ce sera la premie`re hypothe`se. Il a e´te´
de´montre´ dans (Ciarlet et Destuynder,1979) que cette hypothe`se e´tait ve´rifie´e quand
l’e´lancement de la plaque L
t
tendait vers l’infini.
On suppose ensuite que la de´formation 3D dans le plan est affine en fonction de
l’e´paisseur et peut s’e´crire :
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εαβ = Eαβ + x3χαβ (2.19)
Avec cette hypothe`se, on trouve par la loi de comportement que la forme des
contraintes dans le plan est :
σαβ =
Nαβ
t
+ x3
Mαβ
I
(2.20)
ou` I =
t
2∫
− t
2
x3dx3 =
t2
12
Les de´placements ge´ne´ralise´s associe´s au champ de de´placement 3D u sont :
Vi (x1, x2) =
ui
(
x1, x2,− t2
)
+ ui
(
x1, x2,
t
2
)
2
φi (x1, x2) =
ui
(
x1, x2,
t
2
)− ui (x1, x2,− t2)
t
(2.21)
Les de´formations ge´ne´ralise´es du mode`le sont :
Eαβ =
1
2
(Vα,β + Vβ,α)
χαβ =
1
2
(φα,β + φβ,α)
(2.22)
Ainsi, on peut voir :
– Vα (x1, x2) comme le de´placement de la surface moyenne dans la direction α.
– V3 (x1, x2) comme le de´placement vertical ou la fle`che de la surface moyenne.
– V3,α : la rotation due a` la flexion (sans cisaillement)
Dans la cine´matique de Love-Kirchhoff (Kirchhoff, 1850), les segments mate´riels situe´s
sur la normale a` la surface moyenne sont inde´formables et restent normaux a` la surface
moyenne au cours de la transformation.(2.2)
Le champ de de´placements 3D de Love-Kirchhoff s’e´crit alors sous la forme :
u3Dα (x1, x2, x3) = Vα (x1, x2)− x3V3,α (x1, x2) + u1α (x3) , α = 1, 2
u3D3 (x1, x2, x3) = V3 (x1, x2) + u
1
3 (x3)
(2.23)
On reconnaˆıt dans cette expression le champ de vitesse de Love-Kirchhoff classique
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Figure 2.2 — Cine´matique de Love-Kirchhoff
auquel vient s’ajouter un terme prenant en compte l’effet de Poisson et permettant
d’assurer cine´matiquement l’hypothe`se de contraintes planes σi3 = 0.
Ainsi, on a e´galement que :
χαβ (x1, x2) = −V3,αβ (2.24)
Le comportement de la plaque s’e´crit classiquement sous la forme :
Nαβ = AαβλµEλµ
Mαβ = Dαβλµχλµ
(2.25)
Avec :
Aαβλµ = R
CP
αβλµt
Dαβλµ = R
CP
αβλµI
(2.26)
Ou` les termes RCPαβλµ sont les termes de la matrice de rigidite´ en contraintes planes.
On trouvera les preuves mathe´matiques de convergence de ces mode`les lorsque
l’e´lancement de la plaque L
t
tend vers l’infini dans (Ciarlet et Destuynder, 1979) et
(Lewinski et Telega, 1999).
On notera que le mode`le de Love-Kirchhoff ne fait pas intervenir les contraintes de
cisaillement. L’effort tranchant est ne´gligeable par rapport aux autres efforts ge´ne´ralise´s
du mode`le. On sait, cependant, que pour les plaques ”e´paisses” ou` l’e´paisseur n’est pas
ne´gligeable devant la taille caracte´ristique de la plaque, les effets de cisaillement peuvent
eˆtre importants. Plusieurs mode`les ont cherche´ a` inte´grer ces effets. On pre´sente dans
la suite celui de Reissner-Mindlin.
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2.2.3.2 Le mode`le de Reissner-Mindlin
Dans le mode`le de Reissner-Mindlin, on choisit de prendre en compte l’effet des
cisaillements transverses. Ainsi les efforts ge´ne´ralise´s de l’e´nergie e´lastique sont N, M
et Q.
Les constantes e´lastiques relatives aux efforts normaux et aux moments fle´chissants
(les matrices A,B,D) doivent eˆtre les meˆmes que celles du mode`le de Love-Kirchhoff
car les deux mode`les sont asymptotiquement e´quivalent lorsque L
t
tend vers 0. Histo-
riquement, l’ide´e pour l’identification des termes relatifs aux cisaillements hors plan
de la matrice d’e´lasticite´ est de reprendre la solution de contraintes 3D du mode`le de
Love-Kirchhoff et d’ajouter un terme a` celle-ci qui respecte la condition d’e´quilibre des
contraintes 3D (Reissner, 1985), (Cecchi et Sab, 2007).
Dans l’approche mixte, on garde l’hypothe`se sur l’affinite´ de la de´formation plane
dans l’e´paisseur, mais l’hypothe`se sur les contraintes hors-plan est modifie´e. On suppose
que les σα3 sont quadratiques dans l’e´paisseur de la plaque et que σ33 reste nulle. Les
contraintes de cisaillement prennent des valeurs nulles en bord de plaque σα3
(± t
2
)
= 0
et on a
t
2∫
− t
2
σα3dx3 = Qα . La donne´e de l’effort tranchant Qα suffit donc a` de´terminer
σα3 et l’e´nergie e´lastique associe´e.
Par dualisation du proble`me, on obtient une cine´matique de Reissner-Mindlin
(Mindlin, 1951) dans laquelle la normale reste droite (inde´formable) mais non ortho-
gonale a` la surface moyenne (a` cause de l’effet du cisaillement transverse) dans la
configuration de´forme´e (Figure 1.3).
Figure 2.3 — Cine´matique de Reissner-Mindlin
Ainsi, une approximation du champ de de´placements 3D de Reissner-Mindlin s’e´crit
alors :
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uα (x1, x2, x3) = Vα (x1, x2)− x3φα (x1, x2) + u2α (x3) , α = 1, 2
u3 (x1, x2, x3) = V3 (x1, x2) + u
2
3 (x3)
(2.27)
– Vα (x1, x2) le de´placement de la surface moyenne dans la direction α.
– V3 (x1, x2) le de´placement vertical ou la fle`che de la surface moyenne.
– φα (x1, x2) : la rotation due a` la flexion χα.
Ainsi, on peut de´finir les de´formations ge´ne´ralise´es D et χ introduites pre´ce´demment :
Dαβ (x1, x2) =
1
2
(Vα,β (x1, x2) + Vβ,α (x1, x2)) , α = 1, 2, β = 1, 2
χαβ (x1, x2) = φα,β
(2.28)
et e´galement γ la de´formation de cisaillement transverse mesure´e a` la surface
moyenne. Elle est telle que :
γα = φα + V3,α (2.29)
Le comportement de la plaque s’e´crit alors :
Nαβ = AαβλµDλµ
Mαβ = Dαβλµχλµ
Qα = Fαβγβ
(2.30)
avec :
Aαβλµ = R
CP
αβλµt
Dαβλµ = R
CP
αβλµI
Fαβ =
5
6
Rα3β3t
(2.31)
En plasticite´, la de´marche est formellement la meˆme qu’en e´lasticite´, mais ce n’est
plus la loi de comportement qui reliera les contraintes et les de´formations, mais la
re`gle d’e´coulement, de´finie a` partir du crite`re de plasticite´. Les espaces des champs de
vitesses et de contraintes admissibles sont les meˆmes qu’en e´lasticite´. En revanche, la
fonctionnelle a` minimiser n’est plus l’e´nergie e´lastique mais la dissipation plastique.
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Cette dernie`re est positivement homoge`ne de degre´ 1 alors qu’en e´lasticite´, l’e´nergie
est quadratique.
2.3 Homoge´ne´isation pe´riodique des plaques
L’objectif de cette partie est de se munir d’une me´thode d’homoge´ne´isation
des plaques he´te´roge`nes pe´riodiques, rigides-parfaitement plastiques en partant du
proble`me 3D, c’est-a` dire une structure pe´riodique dans le plan, avec une faible
e´paisseur en regard de ses autres tailles caracte´ristiques.
Il s’agit de de´finir le domaine de re´sistance de plaque de Love-Kirchhoff e´quivalente a`
la plaque he´te´roge`ne 3D et de savoir comment on le de´termine. Voir (Dallot et Sab 2008)
pour une justification formelle par la me´thode des de´veloppements asymptotiques.
La plaque he´te´roge`ne conside´re´e occupe un domaine note´ :
Ω = w ×
]
− t
2
,
t
2
[
ou` ω est la surface moyenne de la plaque et t son e´paisseur. La frontie`re ge´ome´trique
de cette plaque, ∂Ω, peut eˆtre de´compose´e en trois parties, les peaux, supe´rieure et
infe´rieure, et la frontie`re late´rale :
∂Ω = ∂Ωl ∪ ∂Ω+3 ∪ ∂Ω−3 , avec ∂Ωl = ∂w ×
]
− t
2
,
t
2
[
et ∂Ω±3 = w ×
{
± t
2
}
La plaque exhibe une structure pe´riodique dans les directions 1 et 2 (plan de la
plaque) de sorte qu’on puisse en extraire une cellule de base. Cette dernie`re permet
de reproduire exactement la plaque par de simples translations. Elle contient toute
l’information ne´cessaire a` la description physique de la plaque. On note cette cellule de
base comme suit :
Y = A×
]
− t
2
,
t
2
[
,
Ou` A ⊂ R2 ; la frontie`re ∂Y de Y est de´compose´e en trois parties :
∂Y = ∂Yl ∪ ∂Y +3 ∪ ∂Y −3 , avec ∂Y ±3 = A×
{
± t
2
}
et ∂Yl est la partie late´rale de la frontie`re de Y .
On fait l’hypothe`se que l’e´paisseur de la plaque t est du meˆme ordre de grandeur
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que la taille de l’he´te´roge´ne´ite´, c’est-a`-dire la taille caracte´ristique de A (Figure 2.4) et
que t est e´galement tre`s petit par rapport a` la taille de la structure (i.e. de la plaque),
c’est a` dire la taille caracte´ristique de w.
Dans leurs travaux, Bourgeois (1997) et Sab (2003) ont inde´pendamment propose´
de remplacer la structure 3D repre´sente´e sur la Figure 2.4 par une plaque homoge`ne
de Love-Kirchhoff selon la proce´dure d’homoge´ne´isation que nous allons de´crire par la
suite.
Cette proce´dure est une ge´ne´ralisation a` l’analyse limite des travaux de Caillerie
(1984) sur les plaques minces e´lastiques.
On introduit les efforts ge´ne´ralise´s de plaque : N = Nαβ(x1, x2) un tenseur des
efforts membranaires et M = Mαβ(x1, x2) un tenseur des moments fle´chissants, les
de´formations ge´ne´ralise´es : D = Dαβ(x1, x2) un tenseur taux de de´formation membra-
naire et χ = χαβ(x1, x2) un tenseur taux de courbure et V = V i(x1, x2) une vitesse
virtuelle de la plaque ; avec les indices grecs α, β = 1, 2 et les indices latins i, j = 1, 2, 3.
D et χ sont relie´s a` V par les relations suivantes :
Dαβ =
1
2
(Vα,β + Vβ,α) , Di3 = 0, χαβ = −V3,αβ et χi3 = 0 (2.32)
Le convexe macroscopique de la plaque homoge`ne e´quivalente, Ghomp , peut eˆtre
de´termine´ par la re´solution du proble`me auxiliaire d’analyse limite sur la cellule de
base Y de´crit dans le paragraphe suivant.
2.3.1 De´termination du domaine de re´sistance homoge´ne´ise´
Ghomp
Comme explique´ plus haut, nous allons de´crire un proble`me auxiliaire a` re´soudre
pour la de´termination du domaine de plasticite´ de la plaque homoge´ne´ise´e. Pour
de´terminer Ghomp , on proce`de de la manie`re suivante :
Pour chaque contrainte ge´ne´ralise´e (N,M), on de´finit l’ensemble des champs de
contraintes 3D statiquement admissibles σ = (σij) sur la cellule de base Y par :
SA (N,M) =

σ |Nαβ = t 〈σαβ〉 , Mαβ = t 〈y3σαβ〉 ,
div σ = 0 sur Y,
σ.n anti-pe´riodique sur ∂Yl; σ.e3 = 0 sur ∂Y
±
3
 (2.33)
ou` 〈.〉 est l’ope´rateur de la moyenne volumique sur Y . Selon (Bourgeois,
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Figure 2.4 — Structure 3D he´te´roge`ne, cellule de base et plaque homoge`ne
e´quivalente.
1997) et (Sab, 2003), Ghomp est l’ensemble des efforts ge´ne´ralise´s (N,M) (efforts
de membrane et moments fle´chissants) tels qu’il existe un champ σ dans SA(N,M)
qui ve´rifie le crite`re de plasticite´ σ(y) ∈ G(y) en chaque point y de la cellule de base Y :
Ghomp = {(N,M) |∃ σ SA (N,M) , σ (y) ∈ G (y) , ∀y ∈ Y } . (2.34)
Cette de´finition est appele´e la de´finition statique du domaine de re´sistance de la
plaque homoge`ne e´quivalente.
La de´finition cine´matique de Ghomp est obtenue de la manie`re suivante :
Pour chaque (D,χ), on de´finit l’ensemble des champs de vitesses 3D v = (vi)
cine´matiquement admissibles par :
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CA (D,χ) =
{
v
∣∣∣∣∇⊗s v = ∼D+y3 ∼χ+∇⊗super, uper A− pe´riodique} (2.35)
∇⊗s v est la partie syme´trique de l’ope´rateur gradient et en utilisant les notations
suivantes :
∼
D αβ = Dαβ,
∼
D i3 = 0,
∼
χ αβ = χαβ,
∼
χ i3 = 0. (2.36)
Ces deux espaces, respectivement de champ de contraintes statiquement admissibles
SA(N,M) et de champs de vitesses cine´matiquement admissibles CA(D,χ) , sont en
dualite´ au sens du principe des puissances virtuelles, c’est-a`-dire :
∀σ SA (N,M) , ∀v ∈ CA (D,χ) , N :D +M :χ = t 〈σ : (∇⊗s v)〉 . (2.37)
En exploitant la proprie´te´ (2.37), on peut donner la de´finition cine´matique suivante
de Ghomp , c’est a` dire ,donner sa fonction d’appui pi
hom
p (cf (Suquet, 1983), (Salenc¸on,
1983), (Bourgeois, 1997) et (Sab, 2003)), par exemple) :
pihomp (D,χ) = inf
v∈CA(D,χ)
t 〈pi (∇⊗s v)〉 . (2.38)
2.3.2 Plaques pe´riodiques syme´triques
Suivant Dallot et Sab (2008), on dit qu’une plaque pe´riodique est syme´trique si on
peut extraire de la celle de base un centre de syme´trie (y ∈ Y ⇔−y ∈ Y ) tel que
G (y) = G (−y) ∀ y ∈ Y (2.39)
Les plaques pe´riodiques syme´triques ont des proprie´te´s inte´ressantes que l’on va
de´tailler dans la suite.
On introduit d’abord les notations suivantes :
GN =
{
N
∣∣ ∃M, (N,M) ∈ Ghomp }
est la projection sur le sous-espace (N,M = 0) dont la fonction d’appui associe´e est :
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piN (D) = pihomp (D, 0) .
De manie`re similaire, on de´finit :
GM =
{
M
∣∣ ∃N, (N,M) ∈ Ghomp }
la projection sur le sous-espace (N = 0,M) dont la fonction d’appui associe´e est :
piM (χ) = pihomp (χ, 0) .
L’intersection de Ghomp avec le sous-espace (N,M = 0) est note´e :
G(N,0) =
{
N
∣∣ (N,0) ∈ Ghomp }
La fonction support correspondante est :
pi(N,0) (D) = inf
χ
pihomp (D, χ) .
Et enfin,
G(0,M) =
{
M
∣∣ (M,0) ∈ Ghomp }
l’intersection de Ghomp avec le sous-espace (N = 0,M) et la fonction support associe´e :
pi(0,M) (χ) = inf
D
pihomp (D, χ) .
Pour les plaques pe´riodiques syme´triques, nous avons la proprie´te´ suivante
GN = G(N,0) et GM = G(0,M).
Pour montrer cela, rappelons tout d’abord que deux convexes ferme´s sont confondus
si et seulement si leurs fonctions d’appui est e´gales. On voit que v est CA(D,χ) si et
seulement si son image de syme´trie v∗ est CA(D,−χ) ou v∗ est donne´ par :
v∗(y) = −v(−y) ∀ y ∈ Y.
En plus, due de la condition de syme´trie (2.39), nous avons pi (y,∇⊗s v) =
pi
(−y,∇⊗s v*). En utilisant la de´finition cine´matique (2.38) et le fait que pi (y, .) est
positivement homoge`ne de degre´ 1, on e´tablit facilement que les fonctions convexes
χ 7→ pihomp (D,χ) et D 7→ pihomp (D,χ) le sont e´galement. Elles atteignent donc leur
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minimum en 0. Ce qui signifie que l’on a :
pi(N,0) (D) = inf
χ
pihomp (D,χ) = pi
hom
p (D, 0) = pi
N (D) ,
pi(0,M) (χ) = inf
D
pihomp (D,χ) = pi
hom
p (0,χ) = pi
M (χ) .
2.3.3 Convexe de re´sistance dans le plan
Pour les plaques pe´riodiques syme´triques, le domaine de re´sistance dans le plan est
l’ensemble GΣ des tenseurs de contrainte dans le plan Σ = (Σαβ) de´fini par :
Σ ∈ GΣ ⇔ tΣ ∈ GN .
Par conse´quent, en se basant sur la de´finition statique de GΣ, Σ ∈ GΣ s’il existe un
champ de contraintes σ = (σij) de la cellule de base 3D , Y , qui ve´rifie :
σ (y) ∈ G (y) , ∀y ∈ Y
〈σαβ〉 = Σαβ,
div σ = 0 dans Y,
σ.n anti-pe´riodique sur ∂Y ; σ.e3 = 0 sur ∂Y
±
3
(2.40)
a` ce stade, en utilisant l’e´quation d’e´quilibre et les conditions aux limites, on peut
de´montrer facilement que les composantes hors plan du champ de contraintes σ qui
ve´rifient (2.40) sont nulles en moyenne : 〈σi3〉 = 0. Parce que GN = G(N,0), la fonction
support de GΣ, piΣ est donne´e par :
piΣ (D) = inf
v∈CA(D,0)
〈pi (∇ ⊗s v)〉 (2.41)
2.3.4 Cas des plaques invariantes dans le sens 3 : G(y) =
G(y1, y2)
Soit G(y) le domaine de R6 qui de´finit les capacite´s de re´sistance des palques in-
variantes dans le sens 3 au point y. L’e´tat de contrainte d’un point y de la cellule de
base 3D qui ve´rifie (2.40) n’est ge´ne´ralement ni en e´tat de contrainte plane ni en e´tat
de de´formation plane. On est en contrainte plane si le tenseur de contrainte σ(y) y
satisfait les conditions (σi3 = 0, i=1,2,3) pour tout y et σ(y) = σ(y1, y2). Partant de
(2.40), on de´finit le convexe de re´sistance GCP en contrainte plane comme l’ensemble
des Σ tel qu’il existe un σ qui ve´rifie les conditions suivantes :
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
σ (y) ∈ G (y) , ∀y ∈ Y,
〈σαβ〉 = Σαβ,{
σ11,1 + σ12,2 = 0
σ12,1 + σ22,2 = 0
σ (y) = σ (y1, y2) et σi3 = 0
σ.n anti - pe´riodique sur ∂Y ;
Donc GCP repre´sente une approche par l’inte´rieur du convexe GΣ, c’est-a`-dire :
GCP ⊂ GΣ
Le cas de de´formation plane consiste a` se restreindre aux champs de vitesses
cine´matiquement admissibles de (2.35) a` χ = 0, uper(y) = uper(y1, y2) et u
per
3 = 0.
Dans ce cas, GDP (le convexe de re´sistance en de´formation plane), repre´sente une
borne supe´rieure du convexe GΣ, c’est-a`-dire :
GΣ ⊂ GDP
2.4 Cas des blocs se´pare´s par des interfaces
On conside`re ici une mac¸onnerie constitue´e par un ensemble de blocs identiques,
se´pare´s par des joints infiniment minces, et assemble´s pe´riodiquement en quinconce.
Le processus d’homoge´ne´isation nous permet ainsi de passer de l’e´chelle microsco-
pique qui tient compte des blocs et des joints a` l’e´chelle macroscopique avec une vision
homoge`ne de la structure.
La mac¸onnerie est constitue´e de briques de hauteur a, de largeur b et d’e´paisseur t
et de joints secs.
On de´finit ensuite la cellule de base de la mac¸onnerie comme le plus petit e´le´ment
permettant de reconstituer la ge´ome´trie de la structure entie`re. Dans notre cas, on
conserve la meˆme cellule de base que celle de (De Buhan et de Felice 1997) et (Sab
2003) : un volume Y ayant pour sommet dans le plan les centres des blocs voisins (figure
2.5) ; on s’assure que l’on peut reconstituer l’ensemble de la mac¸onnerie par translation
de ce bloc. La cellule de base ainsi constitue´e se compose de quatre morceaux de blocs
se´pare´s par trois surfaces de joints que l’on notera ωJ .
Soit, GΣInt, le convexe de re´sistance macroscopique dans le plan. La fonction support
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du convexe, piΣInt, s’e´crit sous la forme suivante :
piΣInt (D) = inf
v∈CA(D,0)
〈
pib (∇ ⊗s v)〉
Y
+
1
|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ (2.42)
avec [v] est le vecteur saut de vitesse au niveau de l’interface et pib et piJ sont les
fonctions supports des deux convexes de briques et d’interfaces successivement.
Figure 2.5 — Cellule de base
Dans le cas des briques infiniment re´sistantes, on peut restreindre l’analyse au mou-
vement de corps rigide dans la de´finition cine´matique de GΣInt dans la relation (2.42) : on
doit avoir ∇⊗s v = 0 dans les briques. Cela signifie que l’analyse se limite aux champs
de vitesse cine´matiquement admissibles qui sont rigides par morceaux sur chaque bloc
avec un saut possible au niveau des interfaces. Le mouvement du (i)eme bloc est :
vi (y) = vit +Ω
i ∧ (y − y i)
y i est le centre du bloc (i), vit est le vecteur translation du bloc (i), Ω
i est le vecteur
rotation du bloc (i).
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Il a e´te´ montre´ dans Cecchi et Sab (2002b) que vi et Ωi s’expriment en fonction des
composantes du tenseur taux de de´formation D et les trois composantes du mouvement
du corps rigide (2 translation dans le plan et une rotation autour l’axe 3). Ainsi, la
discontinuite´ de vitesse a` l’interface de´pend seulement de D et la rotation Ω.
D’apre`s Cecchi et Sab (2002b) et la correction dans Cecchi et Sab (2006), la dis-
continuite´ de vitesse a` l’interface horizontale entre le bloc B2 −B1 est :
[v]2,1 =
(
− b
2
D11 + a (D12 + Ω)
)
e1 +
(
aD22 − b
2
(D12 − Ω)
)
e2
pour y ∈ {0 < y1 < b2 ; y2 = a2 ; t2 < y3 < t2}, et entre les blocs B2 −B3 est :
[v]2,3 =
(
b
2
D11 + a (D12 + Ω)
)
e1 +
(
aD22 +
b
2
(D12 − Ω)
)
e2
pour y ∈ {− b
2
< y1 < 0; y2 =
a
2
; t
2
< y3 <
t
2
}
, et entre les blocs B1 −B3 est :
[v]1,3 = bD11e1 + b (D12 − Ω)e2
pour y sur le joint vertical (voir figure 4.14). En utilisant cette cine´matique de corps
rigide avec la possibilite´ de discontinuite´ a` l’interface dans (2.42), on obtient :
pi∞ (D) = inf
Ω
1
|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ .
qui correspond au convexe de re´sistance G∞.
2.4.1 Interface de Mohr-Coulomb
On conside`re en premie`re approximation les blocs comme infiniment re´sistants. On
applique aux joints une loi de frottement de Mohr-Coulomb qui s’exprime en fonction
des contraintes normale σ et tangentielle τ a` l’interface comme :
τ + σ tanϕ 6 c (2.43)
Ou` σ est la composante normale de σ.n, σ = n.(σ.n) et τ est la composante de cisaille-
ment |σ.n − σn|
La fonction d’appui pi s’e´crit :
58 2.4. Cas des blocs se´pare´s par des interfaces
piJ (n⊗s [v]) =
{
(c/ tanϕ) [v] .n si [v] .n > |[v]| . sinϕ
+ ∞ sinon
(2.44)
Ou [v] est la discontinuite´ de vitesse en de´passant le joint d’interface ωJ .
Le domaine de re´sistance macroscopique, G∞, est l’ensemble des Σ qui ve´rifie
Σ : D 6 1|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ , ∀v ∈ CA (D) et [v] .n > |[v]| .sinϕ (2.45)
l’expression analytique deG∞, pour le cas des briques infiniment re´sistantes se´pare´es
par des interfaces de Mohr-Coulomb, est donne´e dans le cas ϕ ≤ pi/4 , par [Sab (2003)] :
Σ ∈ G∞ ⇔

Σ∗αβ = Σαβ −
c
tanϕ
δαβ
|Σ∗12| 6 − tanϕΣ∗22
(1 +m tanϕ) |Σ∗12| 6 −mΣ∗11 − tanϕΣ∗22
(m+ tanϕ) |Σ∗12| 6 −m tanϕΣ∗11 − Σ∗22 pour m tanϕ > 1
(2.46)
ou` m = 2a/b
Dans le cas des briques infiniment rigides, l’approche 2D issue de la the´orie clas-
sique de l’homoge´ne´isation (de Buhan et de Felice) co¨ıncide avec celle 3D issue de
l’homoge´ne´isation des plaques.
Soit un mur en mac¸onnerie sollicite´ dans son plan (voir figure 2.6), les blocs sont
infiniment rigides et les joints obe´issent au crite`re de Mohr-Coulomb. Nous traiterons
diffe´rents cas de chargement en variant les parame`tres ξ et θ : ξ est un re´el appartient a`
l’intervalle [-1,1] et θ l’angle qui fait le joint horizontal avec les directions de chargement.
La contrainte macroscopique applique´e au mur s’e´crit comme suit (Σ > 0) :
Σ = Σ

(cos 2θ − ξ)
− sin 2θ
0
− sin 2θ
− (cos 2θ + ξ)
0
0
0
0

dans le repe`re lie´ aux directions des joints.
Le the´ore`me cine´matique de l’analyse limite nous indique que, pour qu’un char-
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Figure 2.6 — Mode de chargement [50]
gement soit conside´re´ comme potentiellement supportable par la structure, il doit
ne´cessairement ve´rifier que la puissance des efforts exte´rieurs reste infe´rieure a` la puis-
sance re´sistante maximale, donc on a :
Σ : D 6 1|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ , ∀v ∈ CA (D) et [v] .n > |[v]| .sinϕ
En injectant l’expression de Σ, on trouve
[(cos 2θ − ξ)D11 + 2 sin 2θD12 + (cos 2θ + ξ)D22] Σ 6 1|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ ,
∀v ∈ CA (D) et [v] .n > |[v]| .sinϕ
soit Γ la fonction de ξ et θ suivante :
Γ(ξ, θ) = (cos 2θ − ξ)D11 + 2 sin 2θD12 + (cos 2θ + ξ)D22
La valeur de Σ > 0 a` la rupture est la solution du proble`me de minimisation sous
contrainte suivante :
Σ 6 inf
v∈CA(D) , [v].n>|[v]|.sinϕ et Γ(ξ,θ) = 1
1
|Y |
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ (2.47)
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Le proble`me (2.47) est re´solu par Matlab. Le tableau suivant contient les valeurs
utilise´es pour ce calcul :
La cohe´sion cJ (Mpa) 0.35
Angle de frottement ϕ 40◦
Longueur de brique b (mm) 115
Largeur de brique a (mm) 38
Epaisseur de brique t (mm) 54
Tableau 2.1 — Parame`tres de calcul
La comparaison entre les re´sultats des deux approches, statique et cine´matique,
montre une co¨ıncidence parfaite au niveau des contraintes de rupture ainsi que le mode
de ruine. Nous montrerons, par la suite, la valeur de Σ > 0 a` la rupture pour chaque
cas de chargement.
Traction uniaxiale : ξ = −1 et θ ∈ [0, pi/2] :
Dans ce cas de chargement, la rupture du panneau en mac¸onnerie a lieu au niveau
des joints d’interfaces. La figure 2.7 pre´sente la valeur de Σ a` la rupture pour diffe´rentes
orientations des joints horizontaux par rapport a` l’axe de chargement.
Figure 2.7 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ
Traction-compression biaxiale : ξ = 0 et θ ∈ [0, pi/2] :
Dans ce cas de chargement et pour les θ voisinage de ze´ro, la rupture n’a pas
eu lieu (voir figure 2.8) : quand θ = 0, la valeur de Σ tend vers l’infini parce que, par
hypothe`se, nous avons pris des briques infiniment re´sistantes par rapport aux proprie´te´s
des interfaces.
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Figure 2.8 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ
Traction-compression biaxiale : ξ = 0.8 et θ ∈ [0, pi/2] :
Lorsque le rapport des contraintes,
∣∣∣Σ22Σ11 ∣∣∣, est e´gale a` neuf (∣∣∣Σ22Σ11 ∣∣∣ = 9), pour les
θ < 45◦, la rupture n’a pas eu lieu. En revanche, pour les θ > 45◦, la rupture a lieu
dans les joints d’interface (voir figure 2.9).
Figure 2.9 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ
Dans la litte´rature, de nombreux auteurs conside`rent les joints d’interface comme
des mate´riaux de Mohr-Coulomb tronque´ par le crite`re de Rankine en traction parce
que les joints pre´sentent une faiblesse en traction n’est pas de´crite par le crite`re de
Mohr-Coulomb [50]. Dans la partie suivante nous conside´rons que les interfaces sont
des mate´riaux de Mohr-Coulomb tronque´s par le crite`re de Rankine et nous mettons
en oeuvre l’approche cine´matique qui vient d’eˆtre valide´e pour de´terminer le convexe
de re´sistance macroscopique dans le plan.
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2.4.2 Interface de Mohr-Coulomb tronque´ par le crite`re de
Rankine en traction
Dans cette section, les interfaces sont conside´re´es comme des interfaces de Mohr-
Coulomb tronque´es par le crite`re de Rankine en traction : le convexe de re´sistance
est de´fini comme l’intersection du crite`re de Mohr-Coulomb et du crite`re de Rankine
(contrainte normale infe´rieure a` la limite en traction T ), la fonction de charge, f , est
de´finie par la relation suivante :
σ ∈ G⇔ f(σ) 6 0
avec
f(σ) = sup
i,j=1,2,3
{
σi (1 + sinϕ)− σj (1− sinϕ)− 2c cosϕ
σi − T
} (2.48)
avec σi et σj sont les contraintes principales, T est la limite en traction, c > 0 et φ
sont successivement la cohe´sion et l’angle de frottement.
La fonction support d’une interface de Mohr-Coulomb tronque´e par Rankine, piJ ,
est :
piJ (n ⊗s [v]) =

c (|[v]| − [v] .n) tan
(pi
4
+
ϕ
2
)
+
T
1− sinϕ ([v] .n − |[v]| sinϕ)
si [v] .n > |[v]| sinϕ
+∞
sinon
[v] est le saut de vitesse a` l’interface.
En utilisant la de´marche cine´matique de´veloppe´e dans la partie pre´ce´dente, nous
de´terminons le domaine de re´sistance dans le plan. La limite en traction des joints
d’interface, T , est prise e´gale a` 0.24 MPa (d’apre`s Page 1983).
Les figures 2.10 - 2.12 pre´sentent une comparaison entre les deux interfaces e´tudie´es :
Mohr-Coulomb (MC) et Mohr-Coulomb tronque´ par Rankine en traction (MCT).
Dans le cas de traction uniaxiale (ξ = −1), la rupture d’interface se fait par traction
ce qui explique la diffe´rence entre les deux domaines de re´sistance. Il est e´vident que le
domaine de re´sistance du mate´riau de MCT est inclus ou e´gal au domaine de re´sistance
du mate´riau MC
GΣInt(MCT) ⊆ GΣInt(MC)
Pour les tests de traction-compression, les interfaces se rompent par traction pour
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θ = 90◦ et par cisaillement quand θ s’approche de ze´ro.
Figure 2.10 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ : ξ = −1
Figure 2.11 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ : ξ = 0
Figure 2.12 — Approche cine´matique de la contrainte de rupture Σ : ξ = 0.8
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2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappele´ la me´thode d’homoge´ne´isation des plaques
pe´riodiques en analyse limite et nous avons traite´ le cas des murs en mac¸onnerie
constitue´s par des briques infiniment re´sistantes relie´es entre elles par des interfaces de
Mohr-Coulomb ou de Mohr-Coulomb tronque´es par le crite`re de Rankine en traction.
En revanche, nous n’avons pas pris en compte la rupture des briques.
Dans le chapitre suivant, nous traiterons, par la me´thode des e´le´ments finis, le cas
d’un panneau en mac¸onnerie sollicite´ dans le plan dans le cas ou` les blocs ont une
re´sistance finie et les joints de mortier ont une e´paisseur finie.
CHAPITRE3
Homoge´ne´isation
nume´rique des
structures mac¸onne´es
On conside`re dans ce chapitre le cas d’une mac¸onnerie constitue´e de blocs ayant
une re´sistance finie se´pare´s par des joints d’e´paisseur finie. L’ide´e centrale est de mener
une homoge´ne´isation nume´rique en re´solvant le proble`me auxiliaire d’analyse limite
sur la cellule de base. Les re´sultats nume´riques obtenus nous conduiront a` proposer
un crite`re analytique simple qui tienne compte de la rupture des blocs. Ce crite`re est
compare´ a` des re´sultats expe´rimentaux. Mais dans un premier temps, on montrera que
l’utilisation d’un mode`le d’interface 2D pour les joints conduit a` une surestimation des
capacite´s portantes de la mac¸onnerie.
3.1 Mode`le des joints : passage du 3D au 2D
On conside`re un mur en mac¸onnerie d’e´paisseur t qui occupe le volume Ω = ω ×]− t
2
, t
2
[
de R3. La structure mac¸onne´e est compose´e des blocs re´gulie`rement range´s
occupant un domaine Ωb et relie´s en eux par des joints occupant un domaine ΩJ . Soit
Gb et GJ les domaines de re´sistance des blocs et des joints successivement. Gb et GJ
sont deux convexes de dimension six dans l’espace des contraintes. On note par pib et
piJ les fonctions supports des deux convexes et d = (dij) avec i, j = 1, 2, 3 le taux de
de´formation.
piα (d) = sup
σ∈Gα
σ : d, σ ∈ Gα ⇔ σ : d 6 piα (d) ∀d (3.1)
pour α = J ou b. Le chargement de la structure est de´crit en fournissant le champs
de vitesse v = (vi), i = 1, 2, 3 cine´matique admissible, CA, avec les conditions de
pe´riodicite´ et le fonctionnel line´aire L(v) qui repre´sente le travail des forces exte´rieures.
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Figure 3.1 — Mur en mac¸onnerie 3D
D’apre`s l’approche par l’exte´rieur de l’analyse limite, la structure mac¸onne´e ne peut
pas supporter la charge s’il existe un champ de vitesse CA tel que :∫
ΩJ
piJ (∇ ⊗s v) dΩJ +
∫
Ωb
pib (∇⊗s v) dΩb < L (v) (3.2)
ou` (∇⊗s v) est la partie syme´trique du gradient de vitesse.
Pour simplifier le proble`me, seul le cas des joints a` e´paisseur constante a e´te´ traite´
(figure 3.2). n est la normale a` la surface me´diane ωJ du joint, (l,m,n) est une base
locale, e est l’e´paisseur du joint et v+ et v− sont les valeurs de v sur les bords du joint.
On suppose que la vitesse est line´aire dans l’e´paisseur du joint, tel que :
v (xl, xm, xn) =
v + (xl, xm) + v
− (xl, xm)
2
+
v + (xl, xm)− v− (xl, xm)
e
xn (3.3)
piJ est une fonction homoge`ne positive, donc on peut monter dans certaines condi-
tions de re´gularite´ sur v+, v− et piJ que, pour ωJ , v+ et v− fixe´s, la puissance re´sistante
maximale du mode`le 3D des joints tend vers le mode`le 2D quand e tend vers 0 :
lim
e→0+
∫
ΩJ
piJ (∇ ⊗s v) dΩJ =
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v]) dωJ (3.4)
avec [v] = v+ − v− est la discontinuite´ de vitesse. En utilisant la technique de dualite´,
le domaine de re´sistance d’interface gJ est un convexe dans l’espace de dimension trois
des vecteurs contraintes t = σ.n qui est de´fini par :
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t = σ.n ∈ gJ ⇔ t.u 6 piJ (n ⊗s u) ∀u (3.5)
Si la contribution du champ de vitesse pre´sente´ dans (3.3) est nulle dans L(v) quand
l’e´paisseur du joint tend vers ze´ro, alors l’analyse cine´matique du mode`le 3D des
joints tend asymptotiquement vers le mode`le d’interface 2D qui repre´sente une borne
supe´rieure de la re´sistance de la structure. En utilisant la meˆme technique d’interpola-
tion de champ de vitesse dans les joints, ce re´sultat reste valable pour les joints courbes
et dans les zones d’intersection.
Ce re´sultat pourrait eˆtre facilement obtenus par l’approche statique sous l’hypothe`se
supple´mentaire que les briques sont plus re´sistantes que les joints : GJ ⊂ Gb. En effet,
dans ce cas, la condition σ(x) ∈ GJ pour x ∈ ΩJ peut eˆtre remplace´e par σ(x) ∈ Gb pour
x ∈ ΩJ\ωJ et σ(x).n ∈ gJ pour x ∈ ωJ . En d’autres termes, dans le cas GJ ⊂ Gb, une
approche par l’inte´rieur de la capacite´ portante de la structure mac¸onne´e est obtenue
pour une e´paisseur arbitraire des joints par le remplacement des proprie´te´s des joints
par celle des briques dans ΩJ excepte´ de ses surfaces me´dianes, ωJ , ou` la condition
σ(x) ∈ GJ est impose´e.
Figure 3.2 — Joint de mortier 3D
3.2 Re´sistance a` la compression verticale d’un pan-
neau en mac¸onnerie
Conside´rant un mur en mac¸onnerie constitue´ des briques paralle´le´pipe`des identiques
(de longueur b dans la direction horizontale 1, de hauteur a dans la direction 2 et
d’e´paisseur t dans la direction 3) se´pare´es par des joints horizontaux continus et des
joints verticaux alterne´s (voir figure 3.3). eh et ev sont les e´paisseurs successives des
joints horizontaux et verticaux. Les briques et les joints sont conside´re´s comme des
mate´riaux de Drucker-Prager. La fonction de charge de Drucker-Prager est donne´e
par :
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σ ∈ G⇔ f (σ) 6 0 avec f (σ) = q + p tan β − c (3.6)
Avec :
p = 1
3
tr σ est la pression hydrostatique , s = σ − pI est la partie de´viatorique de σ,
q =
√
3
2
tr s2, c > 0 la cohe´sion et ϕ est l’angle de frottement du mate´riau de Drucker-
Prager avec (c, β) = (cJ , βJ) dans les joints et (c, β) = (cb, βb) dans les briques. D’apre`s
[Salenc¸on 1983], le convexe de re´sistance d’interface de Drucker-Prager donne´ par la
relation (3.8) co¨ıncide avec celui de Mohr-coulomb de´finie par la relation suivante :
τ + σ tanϕ− c′ 6 0 (3.7)
ou` σ est la composante normale de σ.n, σ = n.(σ.n) et τ est la composante de cisaille-
ment |σ.n − σn|, ϕ est l’angle de frottement de Mohr-coulomb si 3 sinϕ√
3+sin2 ϕ
= tan β et
c′ = c tanϕ
tanβ
est la cohe´sion de Mohr-coulomb.
La fonction pi s’e´crit :
pi (n⊗s [v]) =
{
(c′/ tanϕ) [v] .n si [v] .n > |[v]| . sinϕ
+ ∞ sinon
(3.8)
Ou [v] est la discontinuite´ de vitesse en de´passant le joint d’interface ωJ .
En utilisant la me´thode d’homoge´ne´isation en analyse limite pre´sente´e dans le cha-
pitre pre´ce´dent et en tenant compte de la syme´trie du proble`me, montre´ dans [80] et
[25], l’approche statique de Σc, la re´sistance en compression verticale du panneau en
mac¸onnerie, consiste a` de´terminer la contrainte macroscopique maximale Σ tel qu’il
existe un champ de contrainte σ = (σij) dans la cellule de base qui ve´rifie :
σ (y) ∈ G (y) , ∀y ∈ Y
〈σ11〉 = 〈σ12〉 = 0, 〈σ22〉 = −Σ,
div σ = 0 dans Y,
σ.n anti-pe´riodique sur∂Yl;
σ.e3 = 0 sur ∂Y
±
3
(3.9)
< . > est la moyenne volumique dans Y .
L’approche cine´matique de Σc est de´termine´e en conside´rant l’ensemble des champs
de vitesse CA dans la cellule de base, v = (vi) de´finie par :
CA (D) = {v | ∇ ⊗s v = D +∇ ⊗s uper,uper A− pe´riodique}
Ou` D = (Dij), Di3 = 0, i, j = 1, 2, 3 est le tenseur de second ordre de de´formation
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macroscopique dans le plan. La contrainte macroscopique Σc est de´finie par :
Σc = inf
v∈CA(D),D22=−1
〈pi (∇ ⊗s v)〉 . (3.10)
Si on remplace le mode`le 3D des joints d’interface par le mode`le 2D dans le proble`me
d’analyse limite pre´sente´ ci-dessus, le proble`me (3.9) devient :

σ (y) ∈ Gb, ∀y ∈ Y ∗
t (y) ∈ gJ , ∀y ∈ ωJ
〈σ11〉 = 〈σ12〉 = 0, 〈σ22〉 = −Σ,
div σ = 0, ∀y ∈ Y ∗
σ.n anti-pe´riodique sur∂Yl; σ.e3 = 0 sur ∂Y
±
3
Y ∗ est la cellule de base de´duite de Y quand eh = ev = 0. Gb, le convexe de re´sistance
des blocs, est de´termine´ par (3.6) avec (c, ϕ) = (cb, ϕb). gJ , le convexe de re´sistance
d’interface, est de´termine´ par (3.7) avec (c, ϕ) = (cJ , ϕJ). La valeur maximale de Σ est
note´e Σ∗c . Σ
∗
c peut eˆtre de´termine´e par l’approche cine´matique, avec :
〈pi (∇ ⊗s v)〉 = 〈pib (∇ ⊗s v)〉+ 1|Y ∗|
∫
ωJ
piJ (n ⊗s [v])dωJ
Dans le cas des blocs infiniment re´sistants avec une cine´matique de corps rigides, le
proble`me avec une cellule de base 3D et une interface 2D co¨ıncide avec l’approche
propose´ par De Buhan et De Felice 1997 [76].
Si on conside`re le mode`le 2D d’interface pre´sente´ ci-dessus, on peut montrer que la
re´sistance en compression du mur en mac¸onnerie est e´gale a` celle du bloc, Σbc, c’est a` dire
Σ∗c = Σ
b
c. En effet, si on conside`re un champ de contrainte uniforme dans Y
∗ : σ22 = −Σ
et σij = 0 pour (i, j) 6= (2, 2), dans l’approche statique. Il est clair que l’e´quation
d’e´quilibre, les conditions aux limites et les conditions d’interfaces sont ve´rifie´es pour
tout Σ > 0. Par conse´quent, Σbc est la valeur maximale de Σ, SA, et on a la relation
suivante Σbc ≤ Σ∗c . Par ailleurs, si on conside`re le champ de vitesse continu suivant :
D12 = 0, u
per
1 (y) = u
per
2 (y) = 0, u
per
2 (y) = D11y3
dans l’approche cine´matique, nous avons
d =∇ ⊗s v =
 D11 0 00 −1 0
0 0 D11

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et en optimisant par rapport a` D11, on trouve la relation suivante Σ
∗
c ≤ Σbc.
Figure 3.3 — Mur en mac¸onnerie et cellule de base
3.3 Calcul nume´rique pe´riodique en 3D
Dans cette section, nous e´valuons nume´riquement la re´sistance en compression ver-
ticale du mur en mac¸onnerie. Le proble`me d’analyse limite de la cellule de base avec le
mode`le 3D des joints d’interface est re´solu par la me´thode des e´le´ments finis en e´lasto-
plasticite´ parfaite. La cellule de base utilise´e est pre´sente´e dans la figure 3.3. Le calcul
par e´le´ments finis est effectue´ a` l’aide du logiciel Abaqus standard. Dans ce calcul, les
blocs et les joints sont conside´re´s comme des mate´riaux homoge`nes qui obe´issent au
crite`re hyperbolique de Drucker-Prager de´fini par(3.6). En fait, le logiciel ABAQUS
peut pre´senter certains proble`mes de convergence en raison de la non diffe´rentiabilite´
de la fonction support du crite`re de Druker-Prager a` p = 0. Par conse´quent, une version
re´gularise´e du crite`re de Drucker-prager a e´te´ utilise´e (hyperbolique) ou` q dans (3.6)
est remplace´ par
√
l20 + q
2. l0 est e´quivalent a` une cohe´sion.
Le crite`re hyperbolique de Drucker-Prager utilise´ dans Abaqus/strandard s’e´crit
dans le plan des contraintes (p,q) comme la combinaison continue du crite`re line´aire
de Drucker-Prager et le crite`re de Rankine. Soit pt la limite en traction du mate´riau.
La fonction seuil du crite`re hyperbolique de Drucker-Prager est donne´e par la rela-
tion suivante :
f =
√
l20 + q
2 + p tan β − c (3.11)
Avec :
Chapitre 3. Homoge´ne´isation nume´rique des structures mac¸onne´es 71
p = 1
3
tr σ est la pression hydrostatique , s = σ − pI est la partie de´viatorique de σ,
q =
√
3
2
tr s2, c > 0 la cohe´sion et β est l’angle de frottement du mate´riau.
Les parame`tres de calcul sont dans le tableau suivant :
Constituent proprie´te´ Valeur
Angle de frottement, βb 30◦
Cohe´sion, cb (MPa) 4.328
Bloc Traction , pbt (MPa) 6.78
Constante, l0 (MPa) 0.022
Module d’Young, Eb (MPa) 6740
Coe´fficient de poisson, ν 0.167
Angle de frottement, βJ 40◦
Cohe´sion, cJ(MPa) 0.348
Traction , pJt (MPa) 0.375
Mortier Constante, l0 (MPa) 0.002
Module d’Young, EJ (MPa) 1700
Coe´fficient de poisson, ν 0.06
Tableau 3.1 — Parame`tres de calcul
Le tableau ci-dessous contient les dimensions ge´ome´triques de la cellule de base 3D
utilise´e :
Longueur de brique b (mm) 115
Largeur de brique a (mm) 38
Epaisseur de brique t (mm) 10
Epaisseur du joint vertical ev (mm) 5
Epaisseur du joint horizontal eh (mm) 5
Tableau 3.2 — Parame`tres de calcul
La cellule de base est maille´e par des e´le´ments de type C3D8, elle est constitue´e
de 4276 noeuds et 1944 e´le´ments (8-noeuds par e´le´ment). Les conditions de pe´riodicite´
sont impose´es sur tout le contour du volume e´le´mentaire, ces dernie`res sont introduites
manuellement par l’option ”Equation” du module ”Interaction” d’Abaqus.
Dans ce travail, un seul type de maillage a e´te´ utilise´ vue la la difficulte´ de la mise
en place des conditions de pe´riodicite´ sur tout le contour du volume e´le´mentaire. Pour
avoir un maillage suffisamment raffine´, nous avons pris trois e´le´ments par e´paisseur du
joint. La de´termination de la charge de ruine est obtenue en trac¸ant la courbe contrainte
macroscopique/de´formation macroscopique.
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3.3.1 Conditions de pe´riodicite´
Nous avons choisi une cellule de base constitue´e d’une brique entoure´e par le joint
horizontal haut et le joint vertical droit (voir figure 3.4), Le bord exte´rieur de la cel-
lule de base est divise´ en six sections planes relie´es entre elles par des conditions de
pe´riodicite´. Voir la figure 3.4.
Les conditions de pe´riodicite´, sur le contour de la cellule de base, ont e´te´ impose´es
de la manie`re suivante :
v(yE)− v(yB) = D.
(
yE − yB
)
=

(
b+ev
2
)
D11 + (a+ eh)D12(
b+ev
2
)
D12 + (a+ eh)D22
0

Donc on a :
v(5) − v(1) = v(4) − v(2) =

(
b+ev
2
)
D11 + (a+ eh)D12(
b+ev
2
)
D12 + (a+ eh)D22
0
 (3.12)
Cette condition relie les deux faces B et E.
v(yD)− v(yA) = D.
(
yD − yA
)
=
 (b+ ev)D11(b+ ev)D12
0

D’ou` la relation suivante :
v(3) − v(1) = v(4) − v(6) =
 (b+ ev)D11(b+ ev)D12
0
 (3.13)
Cette condition relie les deux faces A et D.
v(yF )− v(yC) = D.
(
yF − yC
)
=
 −
(
b+ev
2
)
D11 + (a+ eh)D12
− ( b+ev
2
)
D12 + (a+ eh)D22
0

Et :
v(5) − v(3) = v(6) − v(2) =
 −
(
b+ev
2
)
D11 + (a+ eh)D12
− ( b+ev
2
)
D12 + (a+ eh)D22
0
 (3.14)
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Cette condition relie les deux faces C et F.
ou` A, B, C, D, E, F sont les six faces de la frontie`re late´rale montre´ dans la figure
3.4 ou` la face dans le plan (1,2) de la cellule de base est repre´sente´e. eh et ev sont les
e´paisseurs horizontal et vertical du joint de mortier et a et b sont les dimensions du
bloc. Les six noeuds (k) avec k = 1, 2,..., 6, correspondent a` ce qui suit : (4) et (6) et
(2), (5) avec (1) et (3). En utilisant les e´quations ci-dessus, il est possible d’exprimer
les composantes D en termes de degre´s de liberte´, v(k) ; de ces noeuds. Pour v(1) = 0,
nous trouvons :

D11 =
v
(3)
1
b+ ev
=
v
(3)
1
b′
D12 =
v
(3)
2
b+ ev
=
v
(3)
2
b′
D22 =
v
(5)
2
a+ eh
− v
(3)
2
2(a+ eh)
=
v
(5)
2
a′
− v
(3)
2
2a′
avec b′ = b+ ev et a′ = a+ eh (3.15)
v
(j)
i est le de´placement dans le direction i du jie`me noeud.
Figure 3.4 — Partition de la cellule de base
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3.3.2 Mode de chargement
Dans la partie simulation nous avons essaye´ de reprendre les essais faits par Page
(1981-1983). Les tests traite´s sont des tests traditionnellement pratique´s pour mesurer
les re´sistances ultimes des mac¸onneries. Le chargement est parame`tre´ par deux re´els
ξ ∈ [−1, 1] et θ ∈ [0, pi/2] (voir figure 3.5).
Figure 3.5 — Mode de chargement
L’e´quilibre global dans la cellule de base doit eˆtre ve´rifie´ a` chaque incre´ment de
chargement, a` savoir pour un pas de chargement ε, nous avons :
|Y|Σ : D = |Y|Σε
ou` Σ est le tenseur des contraintes macroscopiques de´crit par :
Σ = Σ
 (cos 2θ − ξ) − sin 2θ 0− sin 2θ −(cos 2θ + ξ) 0
0 0 0
 (3.16)
D est le tenseur des de´formations macroscopiques et |Y| est le volume de la cellule
de base.
Par identification, nous avons trouve´ que la variable de chargement ε est lie´e au
de´placement aux noeuds 1, 2 et 5 par la relation suivante :
ε =
(
cos 2θ − ξ
b′
)
u31 +
(
cos 2θ + ξ
2a′
− 2sin 2θ
b′
)
u32 −
(
cos 2θ + ξ
a′
)
u52 (3.17)
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3.3.2.1 Compression uni-axiale dans le plan (θ = 0 et ξ = 1)
La re´sistance a` la compression des mac¸onneries dans la direction normale aux joints
horizontaux est ge´ne´ralement conside´re´e comme le seul crite`re qui permette de de´finir
la re´sistance globale de la structure qui est un mate´riau composite.
Dans cette partie, nous traiterons le cas d’un mur en mac¸onnerie comprime´ dans la
direction normale aux joints horizontaux (figure 3.6).
Figure 3.6 — Mode de chargement du mur
Pour ce cas de chargement, le tenseur des contraintes macroscopiques a la forme
suivante :
Σ = Σ
 0 0 00 1 0
0 0 0

En utilisant la relation 3.17, on trouve que la variable de chargement ε est lie´e au
de´placement aux noeuds (3) et (5) par la relation suivante :
ε =
v
(5)
2
a′
− v
(3)
2
2a′
= −D22
−D22 est incre´mente´ de ze´ro jusqu’a` la rupture de la structure.
L’analyse des re´sultats de simulations nume´riques montre que la rupture du mur
s’est produite par e´crasement des blocs. La plastification dans la cellule de base com-
menc¸e au niveau du joint horizontal puis elle se propage dans le bloc. La figure 3.7
montre les distributions de la charge dans un essai de compression verticale dans
le plan d’un panneau en mac¸onnerie. La contrainte macroscopique de compression
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Σ = − < σ22 > est calcule´e par l’interpolation des valeurs de contraintes aux points
de Gauss.
Σij =
∑
i
siσij∑
i
si
(3.18)
si est la surface de l’e´le´ment de maillage.
Figure 3.7 — Distribution de la charge dans un panneau en mac¸onnerie en com-
pression
La figure 3.8 montre la courbe contrainte/de´formation ou` la contrainte macrosco-
pique de rupture, Σc, est la valeur asymptotique de Σ. On trouve Σc ≈ 0.87Σbc (Σbc
est la contrainte de rupture par compression du bloc). La figure montre les de´tails du
maillage de la cellule de base dans le plan (1,2). L’e´paisseur de la cellule de base dans
la troisie`me direction est de 10mm. La de´formation dans le bloc n’est pas uniforme :
la de´formation est maximale aux extre´mite´s du bloc et quasi-nulle au centre. (voir fi-
gure 3.9). La figure 3.9b montre la distribution de la contrainte σ33 dans la cellule. Sa
valeur est proche de −2Mpa dans le joint horizontal et tre`s faible dans le bloc. Par
conse´quent, σ n’est pas un champ de contrainte plane. En outre, la de´formation dans
la cellule de base n’est pas plane.
D’apre`s cette e´tude, nous constatons que la rupture de la structure mac¸onne´e, dans
le cas d’une compression uniaxiale uniforme dans le plan, est lie´e a` la re´sistance du
bloc pour ce type de chargement. Le paragraphe suivant contient l’e´tude expe´rimentale
qui a e´te´ faite pour comprendre le comportement re´el des mac¸onneries soumises a` une
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compression verticale.
Figure 3.8 — Courbe contrainte-de´formation
Figure 3.9 — (a) : maillage de la cellule de base ; (b) : La distribution de la
contrainte σ33
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(I) (II)
(III) (IV)
(V) (VI)
Figure 3.10 — (I) , (III) et (V) : les distributions de contraintes σ11, σ22 et σ22
respectivement ; (II), (IV) et (VI) : les distributions de de´formations totales d11, d22
et d33 respectivement
3.3.2.2 Etudes expe´rimentales : re´sistance en compression des e´le´ments de
mac¸onnerie (CSTB)
Dans cette campagne expe´rimentale, nous avons fait des essais de compression sur
des briques en terre cuite. Trois configurations de compression ont e´te´ teste´es :
(i)- E´chantillons type A : essais de compression uniforme sur les deux faces supe´rieure
et infe´rieure de la brique,
(ii)- E´chantillons type B1 : essais de compression partielle sur les deux faces de la
brique excepte´e de la partie centrale e´quivalent a` la position des joints verticaux
(figure 3.11(a)),
(iii)- E´chantillons type B2 : essais de compression sur un e´le´ment de mac¸onnerie de
trois rangs (figure 3.11(c)).
Les dimensions des briques utilise´es sont 220mm×105mm×50mm. Deux e´paisseurs
des joints ont e´te´ conside´re´es dans les configurations (ii) et (iii) : e = 5mm et e = 20mm.
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Pour chaque configuration et chaque e´paisseurs e, trois e´chantillons ont e´te´ teste´s.
L’e´prouvette place´e sous la presse est charge´e progressivement jusqu’a` la rupture
par compression, les essais sont pilote´s en de´placement. On note la contrainte applique´e
a` la rupture par Σc :
Σc =
Fc
A
(3.19)
Fc est la force donne´e par la machine a` la rupture et A = 23100mm
2 est la surface
charge´e.
Figure 3.11 — Essais de compression. (a) : e´chantillon B1 ; (b) : charge de com-
pression partielle ; (c) : e´chantillon B2
Les re´sultats d’essais sont mis dans le Tableau 3.3. La re´sistance en compression
uniforme des briques en terre cuite dans la configuration (i), Σc, est comprise entre
72MPa et 101MPa et la moyenne est de 86MPa. On est conscient que le nombre
d’e´chantillons teste´s (3) ne permet pas d’avoir une estimation quantitative pre´cise de
la re´sistance en compression moyenne. Par conse´quent, les re´sultats suivants doivent
eˆtre conside´re´s comme qualitatifs. Dans cette campagne d’essais, il a e´te´ constate´ que
l’e´paisseur n’a pas d’effet significatif sur la re´sistance en compression mesure´e dans les
configurations (ii) et (iii). Les contraintes de rupture en compression dans la configura-
tion (ii) sont compris entre 53MPa et 66MPa et avec une moyenne de 61MPa (71%
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de Σbc), et entre 38MPa et 49MPa et une moyenne de 44MPa (51% de Σ
b
c) dans la
configuration (iii). Le dernier re´sultat est compatible avec les re´sultats trouve´s par Page
1983 sur les essais de compression uniaxiale des murs en mac¸onnerie ou` la re´sistance
en compression du mur repre´sente 58% de la re´sistance en compression de la brique.
E´chantillon e(mm) Fc(KN) Contrainte de rupture (MPa)
2334.2
A −− 1962.2 86.12
1672.5
1430.34
B1 5 1491.45
1509.28
1234.94 61
B1 20 1533.9
1282.19
1033.03
B2 5 868.14
992.42
1013.84 44
B2 20 1041.33
1122.58
Tableau 3.3 — Re´sultats d’essais de compression
Figure 3.12 — Mode de rupture de l’e´chantillon B2
Maintenant, si on conside`re le champ de contrainte uniforme par morceaux dans la
brique suivant : contrainte nulle au centre et e´gale a` Σbc ailleurs (voir figure 3.13). Ce
champ de contrainte est statiquement et plastiquement admissibles avec les conditions
d’e´quilibre du proble`me. En utilisant l’approche statique d’analyse limite, la contrainte
de rupture de la brique partiellement comprime´e doit eˆtre supe´rieure ou e´gale a` (1 −
e/l)Σbc (≥ 0.91Σbc). Par contre, la contrainte de rupture trouve´e par les essais de la
configuration (ii) est e´gale a` 0.71% de Σbc, ce test montre un e´cart entre le comportement
re´el des briques et celui capte´ par l’analyse limite.
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Figure 3.13 — Distribution des contraintes dans le cas de compression partielle des
briques
En conclusion, nous avons montre´ que l’utilisation du mode`le d’interface 2D pour les
joints lors de l’analyse limite d’une structure mac¸onne´e faite de briques assemble´es par
des joints adhe´sifs minces conduit a` une estimation par exce`s des capacite´s portantes,
quand l’e´paisseur tend vers ze´ro. Cette limite supe´rieure co¨ıncide avec la re´sistance a`
la compression des briques Σc si on conside`re un mur comprime´ dans son plan dans
la direction verticale au joints horizontaux. Pour une faible e´paisseur des joints par
rapport aux dimensions des briques (e/l=0.04), on constate que la re´sistance en com-
pression trouve´e par le mode`le 3D des e´le´ments finis est de 0.87Σc. Par contre, les essais
montrent que la re´sistance en compression du panneau est de 0.51Σc, et la re´sistance
en compression partielle de la brique est e´gale a` 0.71Σc. Par conse´quent, il y a deux
effets pour expliquer la diffe´rence entre la re´sistance a` la compression verticale re´elle
de la mac¸onnerie et la re´sistance a` la compression de la brique : l’effet 3D des joints et
le comportement endommageable de la brique
3.3.2.3 Traction-compression bi-axiale dans le plan
Les charges bi-axiales prises en compte dans cette e´tude consistent a` imposer une
traction uniforme dans la direction paralle`le aux joints horizontaux, Σ1, et une compres-
sion perpendiculaire a` ces derniers, Σ2. Diffe´rents rapports de contraintes de traction-
compression ont e´te´ teste´s :
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ = {1, 3, 6, 9}.
Les simulations nume´riques prouvent que pour un chargement bi-axial ou` le rapport
des contraintes principales est supe´rieur ou e´gale a` trois (
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ ≥ 3), la plastification de
la cellule de base aura lieu dans la brique et le mode de rupture est similaire a` celui
identifie´ dans le cas de chargement de compression uni-axiale dans le plan. D’autre
part, nous constatons que la valeur de contrainte, Σ1−Σ2, est quasi-constante pour ces
chargements. Le tableau ci-dessous contient les valeurs de Σ1 − Σ2 a` la rupture pour
les diffe´rents rapports.
Posons Σ0 = Σ1 − Σ2 ou` Σ1 et Σ2 sont les contraintes principales a` la rupture
(Σ1 > 0 et Σ2 < 0).
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Rapport de contrainte (
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣) 3 6 9 ∞
Σ1 − Σ2(MPa) 4.3 4.6 4.6 4.6
Pour un chargement bi-axial de traction-compression avec une charge de compres-
sion trois fois plus importante que celle de la traction (
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ ≥ 3), nous avons la relation
suivante :
Σ1 − Σ2 ≤ Σ0 ∀θ ∈ [0, pi
2
] (3.20)
Les contraintes principales, Σ1 et Σ2, s’e´crivent en fonction des contraintes
(Σ11,Σ12,Σ22) comme suit :
Σ1 =
Σ11 + Σ22 +
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2
2
Σ2 =
Σ11 + Σ22 −
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2
2
Donc la relation (3.20) devient
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2 6 Σ0
Dans le cas ou` Σ1 > 0 et Σ2 < 0, on peut e´crire
0 6 Σ11 − Σ22 6
√
Σ20 + (2Σ12)
2
Soit Gs le convexe de re´sistance qui est de´fini par
Σ ∈ Gs ⇐⇒ max {0, Σ11 − Σ22} 6
√
Σ20 − (2Σ12)2 (3.21)
Pour un rapport de contrainte,
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ = 1, la plastification dans la cellule de base,
a lieu dans la brique par traction. Il est e´vident que la re´sistance de la brique en
traction est beaucoup plus faible que sa re´sistance en compression. Par conse´quent,
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pour un chargement bi-axial avec un rapport e´gal entre la traction et la compression,
le panneau en mac¸onnerie va se rompre dans les briques par traction (voir figure 3.14).
La contrainte de rupture trouve´e par l’homoge´ne´isation nume´rique 3D est plus faible
que la re´sistance en traction de la brique. Ce qui prouve que les briques ne sont pas
sollicite´es en traction directe dans ce cas de chargement. Donc, la sollicitation in-situ
des briques est la cause de ce mode de rupture. Pour bien comprendre ce phe´nome`ne,
nous avons fait des simulations nume´riques sur la brique toute seule. Dans cette e´tude,
deux types de chargement ont e´te´ mode´lise´s : un test de traction avec cisaillement et
un test de traction directe sur une brique (voir figure 3.17).
Pour ces deux types de tests nume´riques, nous avons garde´ les meˆmes proprie´te´s du
mate´riau, les meˆmes dimensions ainsi le meˆme type des e´le´ments de maillage utilise´s
dans l’approche d’homoge´ne´isation nume´rique 3D.
Le premier test de traction consiste a` imposer un de´placement uniforme sur les
faces transversales de la brique (figure 3.17(a)) par contre le deuxie`me est un test de
traction avec cisaillement qui consiste a` appliquer un de´placement uniforme sur les
faces longitudinales tout en laissant libre de chargement la surface de contact avec les
joints verticaux (voir figure 3.17(b)).
En comparant les re´sultats des deux tests, nous avons constate´ une diffe´rence au
niveau du mode de ruine ainsi que la valeur de la contrainte macroscopique de rup-
ture. Pour le cas de traction directe, le comportement dans le bloc est homoge`ne et
la contrainte macroscopique de rupture en traction est e´quivalente a` celle du crite`re
de Drucker-Prager. En revanche, pour l’autre cas de chargement, la distribution des
contraintes dans le bloc n’est pas homoge`ne, nous remarquons une concentration de
contrainte au milieu du bloc qui apparaˆıt de part et d’autre au niveau des surfaces non
charge´es. Cette concentration de contrainte est la source de la rupture rapide du bloc.
Les re´sultats nume´riques de l’essai de traction par cisaillement de la brique toute
seule sont similaires a` ceux trouve´s par homoge´ne´isation nume´rique 3D dans le cas de
chargement biaxial de traction-compression avec
∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ = 1. Par conse´quent, dans un
chargement bi-axial de traction-compression avec un rapport de contrainte e´gale a` un,
les briques sont sollicite´es en traction-cisaillement.
Notant, T , la contrainte a` la rupture pour l’essai de traction-cisaillement de la
brique. T ve´rifie la relation suivante :
Σ1 ≤ T
et par conse´quent
Σ11 + Σ22 +
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2 6 2T
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Soit GT le convexe de re´sistance de´fini par :
Σ ∈ GT ⇐⇒ Σ11 + Σ22 +
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2 6 2T (3.22)
Figure 3.14 — Distribution de la charge dans un panneau en mac¸onnerie
(a) (b)
(c) (d)
Figure 3.15 — (a) et (b) : les distributions de contraintes σ11 et σ22 respectivement ;
(c) et (d) : les distributions de de´formations totales d11 et d22 respectivement
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Figure 3.16 — Mode de rupture dans la cellule de base et son e´quivalent sur le vraie
mur : essai de traction-compression
(a) (b)
Figure 3.17 — (a) : Essai de traction directe sur une seule brique ; (b) : Essai de
traction-cisaillement sur une seule brique
3.3.2.4 Charge uni-axiale de traction dans le plan (ξ = −1)
Dans ce paragraphe, nous traiterons le cas d’une structure en mac¸onnerie soumise
a` une charge de traction uni-axiale paralle`le aux joints horizontaux. Les simulations
nume´riques 3D montrent que la plastification est localise´e dans les joints d’interface
avec une plastification par cisaillement aux joints horizontaux et par traction aux joints
verticaux.
Figure 3.18 — Distribution de la charge dans un panneau en mac¸onnerie
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 3.19 — (a) et (b) : les distributions de contraintes σ11 et σ22 successivement ;
(c) et (d) : les distributions de de´formations totales d11 et d22 successivement
Figure 3.20 — Mode de rupture dans la cellule de base et son e´quivalent sur le vrai
mur : essai de traction
3.3.3 Confrontation entre les re´sultats nume´riques et analy-
tiques
Dans cette partie, nous e´tudions la capacite´ portante d’un panneau en mac¸onnerie
sollicite´ dans le plan pour diffe´rentes orientations des joints horizontaux.
3.3.3.1 Traction uni-axiale dans le plan (ξ = −1)
On note GNum le convexe de re´sistance macroscopique trouve´ par l’approche d’ho-
moge´ne´isation nume´rique 3D et G+ le convexe de re´sistance macroscopique de´termine´
par l’approche analytique explique´ dans le chapitre pre´ce´dent.
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La figure 3.21 repre´sente la variation de la contrainte macroscopique de rupture
en fonction de l’orientation des joints horizontaux par rapport a` l’axe de chargement.
Nous constatons une bonne co¨ıncidence entre les re´sultats de l’approche analytique et
de l’approche nume´rique.
Pour les tests de traction, la rupture se produit toujours au niveau des joints pour
toutes les valeurs de θ. Pour θ = 0, la rupture des joints horizontaux se fait par
cisaillement par contre les joints verticaux ont rompu par traction directe. Pour le
chargement a` θ = 45◦, la rupture des joints a lieu par cisaillement pur dans les deux
joints. Pour θ = 90◦, nous avons la rupture des joints horizontaux par traction directe.
Les me´canismes de rupture trouve´s par l’approche nume´rique sont bien capture´s par
l’approche analytique parce que dans cette dernie`re nous conside´rons une cine´matique
de rupture qui tient compte de la rupture au niveau des joints d’interface.
Figure 3.21 — La variation de la contrainte, Σ, a` la rupture en fonction de l’orien-
tation des joints horizontaux
3.3.3.2 Charge bi-axiale de traction-compression
Cette partie reprend les charges bi-axiales pre´sente´es pre´ce´demment en ajoutant
l’effet de l’orientation des joints horizontaux par rapport a` l’axe de chargement sur
le mode de ruine. Nous pre´sentons par la suite les me´canismes de ruine trouve´s par
les simulations nume´riques ainsi que la comparaison entre les re´sultats nume´riques et
analytiques.
La figure 3.22 montre la variation de la contrainte macroscopique de rupture en
fonction de l’orientation des joints horizontaux pour le cas du chargement biaxial avec
ξ = 0, c’est a` dire une charge biaxiale de traction-compression uniforme avec un rapport∣∣∣Σ2Σ1 ∣∣∣ = 1. Pour les θ voisinage de ze´ro, dans la cellule de base, la plastification a lieu
au niveau du bloc. Nous constatons une concentration de contrainte qui apparaˆıt au
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niveau des joints verticaux puis elle se propageait de plus en plus dans le bloc.
L’approche analytique est une approche par l’exte´rieur du convexe de re´sistance
macroscopique du mur en mac¸onnerie. Par conse´quent, les contraintes macroscopiques
trouve´es par l’approche analytique forme une borne supe´rieur du convexe de re´sistance
macroscopique du mur en mac¸onnerie.
Nous avons montre´ pre´ce´demment que, dans ce cas de chargement, les blocs de
mac¸onnerie ne sont pas sollicite´s d’une fac¸on homoge`ne, ce qui explique l’e´cart entre
les deux approches pour les θ au voisinage de ze´ro. Pour les θ ≥ 20◦ la rupture est dans
les joints de mortiers et nous trouvons une bonne co¨ıncidence entre les deux approches.
La confrontation des re´sultats nume´riques et analytiques nous permet de constater
que G+ ∩GT pre´sente une bonne approche du convexe de re´sistance GNum (voir figure
3.22).
La figure 3.23 pre´sente la variations de la capacite´ portante d’un panneau en
mac¸onnerie en fonction de l’orientation des joints horizontaux par rapport aux axes
de chargements pour les cas ξ = 0.5, ξ = 0.714 et ξ = 0.8.
L’analyse des re´sultats nume´riques et analytiques prouve que G+∩Gs pre´sente une
bonne approche du convexe de re´sistance GNum.
Conforme´ment aux re´sultats expe´rimentaux l’orientation des contraintes principales
par rapport aux axes du mate´riau et les valeurs des contraintes principales ont une
influence sur le mode de rupture et les valeurs de re´sistance du mur teste´.
Figure 3.22 — La variation de la contrainte, Σ, a` la rupture en fonction de l’orien-
tation des joints horizontaux : ξ = 0
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(a)
(b)
(c)
Figure 3.23 — (a), (b) et (c) sont les variations de la contrainte, Σ, a` la rupture en
fonction de l’orientation des joints horizontaux pour les cas de chargement ξ = 0.5,
ξ = 0.714 et ξ = 0.8 respectivement
3.4 Proposition d’un crite`re de rupture pour les
murs en mac¸onnerie
D’apre`s les simulations nume´riques, la rupture d’un panneau en mac¸onnerie sollicite´
dans son plan se produit suivant l’un des cas suivants : la rupture des joints de liaison
pour les chargements qui favorisent le cisaillement ou` la rupture des blocs par traction
ou par compression. Le crite`re macroscopique propose´ dans cette e´tude tient compte du
comportement d’interface ainsi que du comportement intrinse`que des blocs. Le convexe
de re´sistance macroscopique des mac¸onneries est l’intersection de deux convexes de
re´sistance : G+ et GB.
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GΣ = G+ ∩GB (3.23)
avec G+ = G∞ ∩Gb
et
Σ ∈ G∞ ⇔

Σ∗αβ = Σαβ −
c
tanϕ
δαβ
|Σ∗12| 6 − tanϕΣ∗22
(1 +m tanϕ) |Σ∗12| 6 −mΣ∗11 − tanϕΣ∗22
(m+ tanϕ) |Σ∗12| 6 −m tanϕΣ∗11 − Σ∗22 pour m tanϕ > 1
Σ ∈ GB ⇔
max {0, Σ11 − Σ22} 6
√
Σ20 − (2Σ12)2
Σ11 + Σ22 +
√
(Σ11 − Σ22)2 + (2Σ12)2 6 2T
¦ G∞ est le convexe de re´sistance avec une re´sistance infinie des blocs et des joints
mode´lise´s par des interfaces,
¦ Gb est le convexe de re´sistance des briques,
¦ GB est le convexe de re´sistance des briques ”in-situ”.
Des projections du convexe de re´sistance dans le plan des contraintes (Σ11,Σ22,Σ12)
sont pre´sente´es sur les figures ci-dessous
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Figure 3.24 — Convexe de re´sistance GΣ dans le plan (Σ11,Σ22)
Figure 3.25 — Convexe de re´sistance GΣ dans le plan (Σ11,Σ12)
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Figure 3.26 — Convexe de re´sistance GΣ dans le plan (Σ22,Σ12)
Figure 3.27 — Convexe de re´sistance GΣ dans le plan (X = Σ11 = Σ22,Σ12)
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3.5 Validation expe´rimentale du crite`re de rupture
Pour valider le crite`re de rupture des murs en mac¸onnerie propose´ ci-dessus, nous
avons utilise´ les re´sultats expe´rimentaux de Page (1981-1983) [71]. Notre mode`le
est analytique, il tient compte du comportement des joints d’interface et des ca-
racte´ristiques ”in-situ” des briques.
Nous avons choisi trois types de chargement qui nous permettent de de´tecter les
diffe´rents modes de rupture rencontre´s expe´rimentalement : un chargement de traction
suivant la direction 1, un chargement de traction-compression avec un rapport de un
et un chargement de traction-compression avec un rapport de neuf et tout c¸a pour
diffe´rentes orientations des joints horizontaux. Pour mieux repre´senter les contraintes
de rupture, nous avons utilise´ les notations de [50], c’est a` dire en prenant Σ1 = 〈σ1〉 =
(1− ξ) Σ et Σ2 = 〈σ2〉 = (1 + ξ) Σ avec ξ ∈ {−1, 0, 0.8}. La limite en traction ”in-situ”
des briques, T , est cale´e en se basant sur les simulations nume´riques faites sur Abaqus.
Par contre, la limite de compression ”in-situ” des briques, Σ0, est cale´e par rapport
aux re´sultats expe´rimentaux de PAGE (1983) et du CSTB.
L’identification des parame`tres utilise´s par le mode`le est faite en se basant sur les
essais de caracte´risation de Page (1981-1983). Voir le tableau ci-dessous :
La cohe´sion c (Mpa) 0.35
Angle de frottement ϕ 40◦
Traction ”in-situ” des briques T (Mpa) 0.5
Compression ”in-situ” des briques Σ0 (Mpa) 3.6
Tableau 3.4 — Parame`tres de calcul
Les diagrammes suivants montrent la confrontation des re´sultats expe´rimentaux de
PAGE (1983) avec le crite`re.
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(a)
(b)
(c)
Figure 3.28 — (a), (b) et (c) sont les variations de la capacite´ portante du panneau
en mac¸onnerie en fonction de l’orientation des joints horizontaux pour les cas de
chargement ξ = −1, ξ = 0 et ξ = 0.8 successivement
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3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on a utilise´ la me´thode d’homoge´ne´isation nume´rique en 3D pour
de´terminer le crite`re local macroscopique des panneaux en mac¸onnerie sollicite´ dans
le plan. Dans cette e´tude, les briques et les joints d’interface sont conside´re´s comme
des mate´riaux de Dracker-Prager hyperbolique. Trois modes de ruine sont constate´s :
la rupture dans les joints d’interface pour les sollicitations qui favorisent le cisaille-
ment, la rupture dans les blocs par traction pour le cas de chargement bi-axial de
traction-compression avec un rapport de contrainte voisinage de un et la rupture des
blocs par compression pour les chargements qui favorisent la compression. Comme
fruit de cette dernie`re e´tude, on a propose´ un crite`re de rupture pour structures
mac¸onne´es qui tient compte de ces diffe´rents modes ruines rencontre´s. Le mode`le pro-
pose´ est expe´rimentalement valide´ (Page 1981-1983). Dans le chapitre suivant, nous
imple´mentons notre crite`re de rupture dans le code des e´le´ments finis Abaqusrpar
l’interme´diaire d’une subroutine UMAT.

CHAPITRE4
Implantation du
crite`re dans un code
e´le´ment finis
Ce chapitre est consacre´ a` l’inte´gration dans le code ABAQUS d’une loi e´lasto-
plastique pour la mac¸onnerie issue du crite`re propose´e dans le pre´ce´dent chapitre. On
adopte ainsi le cadre d’hypothe`ses suivant :
– Hypothe`se des petites perturbations (HPP) ;
– E´volutions quasi-statiques (chargements lentement variables dans le temps per-
mettant de ne´gliger les effets d’inertie) ;
La premie`re partie pre´sente un rappel succinct des notions essentielles concernant
le comportement e´lastoplastique dans ce cadre. Puis, on pre´sentera l’algorithme de
pre´diction e´lastique / correction pour la re´solution des proble`mes d’e´lasto-plasticite´,
algorithme qu’on adaptera au crite`re propose´. A la fin de ce chapitre, nous validerons
l’imple´mentation du crite`re sur des structures en mac¸onnerie.
4.1 Rappel sur le comportement e´lastoplastique
4.1.1 De´composition additive des de´formations
Dans le cadre de l’hypothe`se des petites perturbations (HPP), le tenseur de
de´formation totale, ε, s’e´crit sous la forme d’une partie e´lastique, εe , et une plastique,
εp , comme suit :
ε = εe + εp (4.1)
Les tenseurs εe et εp sont connus, respectivement, par le tenseur de de´formation
e´lastique et le tenseur de de´formation plastique. Le taux de de´formation e´quivalent
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est :
.
ε =
.
εe+
.
εp (4.2)
avec la condition initiale a` t = t0
ε (t0) = ε
e (t0) + ε
p (t0) (4.3)
4.1.2 Potentiel ”e´nergie libre spe´cifique” et la loi de compor-
tement e´lastique
L’e´tat thermodynamique du mate´riaux est repre´sente´ localement par un poten-
tiel de´pendant de ces variables d’e´tat. Nous choisissons ici naturellement le poten-
tiel ”e´nergie libre spe´cifique” ψ(ε,εp, α) qui est fonction de la de´formation totale, la
de´formation plastique (conside´re´e comme variable interne) et α variable interne asso-
cier au phe´nome`ne d’e´crouissage. Le potentiel ”e´nergie libre spe´cifique” peut s’e´crire
comme la somme de deux composantes : une partie due a` l’e´volution e´lastique et une
autre a` l’e´volution plastique.
ψ (ε,εp, α) = ψe (ε − εp) + ψp (α) = ψe (εe) + ψp (α) (4.4)
L’ine´galite´ de Clausius-Duhem devient alors, en utilisant la partition en taux de
de´formations.
(
σ − ρ¯∂ψ
e
∂εe
)
: εe + σ : εp − A. .α > 0 (4.5)
avec A ≡ ρ¯∂ψp
∂α
est la force thermodynamique d’e´crouissage et −σ est la force ther-
modynamique associer a` la de´formation plastique. Pour une transformation e´lastique
re´versible isotherme, sans modification des variables interne, on aboutit a` l’e´galite´ sui-
vante :
σ = ρ¯
∂ψe
∂εe
(4.6)
Compte-tenu des relations pre´ce´dentes, ine´galite´ de Clausius-Duhem s’e´crit sous la
forme de dissipation Υp positif ou nul :
Υp
(
σ,A;
.
εp,
.
α
)
≡ σ :
.
εp−A. .α (4.7)
Ce chapitre traite le cas d’un mate´riaux de comportement e´lastique line´aire et
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isotrope. Dans ce cas, la contribution e´lastique de l’e´nergie libre est :
ρ¯ψe (εe) =
1
2
εe : C e : εe = Gεed : ε
e
d +
1
2
K (εev)
2 (4.8)
avec C e est un tenseur d’ordre quatre appele´ tenseur des rigidite´s ou tenseur
d’e´lasticite´ et G et K sont respectivement le module de cisaillement et le module
d’e´lasticite´ a` la compression isostatique. Le tenseur εed est la partie de´viatorique du
tenseur de de´formation e´lastique et εev ≡ tr[εe] est la partie sphe´rique du tenseur de
de´formation e´lastique. La loi de comportement e´lastique est donne´e par la relation
suivante :
σ = C e : εe = 2Gεed +Kε
e
vI (4.9)
4.1.3 Fonction de charge et crite`re de plasticite´
4.1.3.1 Fonction de charge dans l’e´tat initial
Il est d’usage, pour de´finir mathe´matiquement le domaine d’e´lasticite´ initial C,
d’introduire une fonction scalaire f de σ, telle que, dans l’espace R6 des contraintes :

f (σ) < 0 corresponde a` l’interieur du domaine,
f (σ) = 0 a` sa frontie`re,
f (σ) > 0 a` l’exte´rieur,
(4.10)
La fonction f est appele´e fonction de charge du mate´riau dans l’e´tat initial. On
de´signe aussi couramment par le crite`re de limite d’e´lasticite´, ou crite`re de plasticite´ la
condition f=0.
Toutefois, dans la pratique, la fonction f elle-meˆme est souvent appele´e ” crite`re de
plasticite´ ” sans risque de confusion.
4.1.3.2 Fonction de charge et e´crouissage
Pour le mate´riau e´crouissable, le domaine d’e´lasticite´ actuel de´pend de l’e´tat
d’e´crouissage de l’e´le´ment de matie`re, qui sera de´sormais repre´sente´ symboliquement
par A.
En toute ge´ne´ralite´ l’e´tat d’e´crouissage A est de´termine´ par l’histoire de charge du
mate´riau. En l’absence d’effets de viscosite´ et de vieillissement, le trajet de charge suffit
a` cette de´termination, inde´pendamment de l’histoire de parcours. De plus, la de´finition
d’un mate´riau e´crouissable montre que seule la se´quence des arcs de trajet de charge
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croissants est a` retenir. C’est ainsi que A repre´sente d’une manie`re ge´ne´rale la se´quence
des arcs de trajet de charge croissants (figure 4.1).
Pour de´finir le domaine d’e´lasticite´ actuel note´ C(A) on introduit une fonction
scalaire f de σ et de A, fonction de charge dans l’e´tat actuel, telle que dans l’espace R6
des contraintes :

f (σ,A) < 0 corresponde a` l’inte´rieur de C (A) ,
f (σ,A) = 0 a` la frontie`re de C (A) ,
f (σ,A) > 0 a` l’exte´rieur de C (A) ,
(4.11)
Lorsque le point de charge σ de´crit un arc de trajet de charge croissant, comme
explique´ au [84](Salenc¸on 2002), il entraˆıne avec lui le domaine C (A) en meˆme temps
que celui-ci se de´forme (figure ). Dans le meˆme temps il y a e´volution de la de´formation
plastique.
Figure 4.1 — Ecrouissage : entraˆıne de C (A) par σ dans R6
La description de l’e´volution de l’e´tat d’e´crouissage A en suivant le point de charge
σ sur les arcs de trajet de charge croissants est l’objet de la re`gle d’e´crouissage. Celle-
ci s’exprime sous la forme d’une relation entre
.
A et σ, A,
.
σ lorsque
.
σ est dirige´ vers
l’exte´rieur de C (A) au point σ, c’est a` dire lorsque :
f (σ,A) = 0 (4.12)
et
.
f
(
σ,A,
.
σ
)
=
∂f (σ,A)
∂σ
:
.
σ > 0 (4.13)
L’expression de la fonction de charge (4.11) et celle de la re`gle d’e´crouissage sous
(4.12) et (4.13) doivent eˆtre mathe´matiquement compatibles : sur l’arc de trajet de
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charge croissant, le point de charge σ demeure, a` chaque instant, a` la frontie`re du
domaine d’e´lasticite´ actuel (figure 4.1). En posant
dσ =
.
σ dt, dA =
.
A dt, dt > 0, (4.14)
σ est sur la frontie`re de C (A) et σ + dσ est sur la frontie`re de C (A + dA). On a
ainsi a` la fois :
f (σ,A) = 0 (4.15)
.
f
(
σ,A,
.
σ
)
=
∂f (σ,A)
∂σ
:
.
σ +
∂f (σ,A)
∂A
:
.
A = 0 (4.16)
avec
.
f
(
σ,A,
.
σ
)
> 0 (4.17)
4.1.4 Lois d’e´coulement ge´ne´ralise´es
La caracte´risation comple`te du mode`le ge´ne´ral de plasticite´ exige la de´finition
des lois d’e´volution pour les variables internes, c’est a` dire les variables lie´es
aux phe´nome`nes dissipatifs. Dans ce cas, les variables internes sont le tenseur de
de´formation plastique et la variable d’e´crouissage α. Les lois d’e´coulement ge´ne´ralise´es
sont de´finies par les relations suivantes :
.
εp =
.
γ N (σ,A)
.
α =
.
γ H (σ,A)
(4.18)
avec
N (σ,A) ≡ ∂f (σ,A)
∂σ
H (σ,A) ≡ −∂f (σ,A)
∂A
(4.19)
et
f 6 0,
.
γ > 0, f
.
γ = 0, (4.20)
4.1.5 Re´sume´ : mode`le e´lastoplasique ge´ne´ralise´
1. De´composition additive des de´formations
ε = εe + εp
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or
.
ε =
.
εe+
.
εp
et
ε (t0) = ε
e (t0) + ε
p (t0)
2. Energie libre
ψ (ε,εp, α) = ψe (ε − εp) + ψp (α) = ψe (εe) + ψp (α)
avec α est la variable d’e´crouissage,
3. De´finition de la contrainte σ et des variables d’e´crouissage A :
σ = ρ¯
∂ψe
∂εe
A ≡ ρ¯∂ψ
p
∂α
4. Fonction de charge :
f = f (σ,A)
5. Lois d’e´coulement ge´ne´ralise´es :
.
εp =
.
γ N (σ,A)
.
α =
.
γ H (σ,A)
6. Crite`re de charge/de´charge :
f 6 0,
.
γ > 0, f
.
γ = 0,
4.1.6 Ope´rateur e´lastoplastique tangent
Si l’e´volution est purement e´lastique, la matrice tangente est e´gale a` la matrice de
rigidite´ e´lastique C e.
.
σ = Ce :
.
ε (4.21)
Dans le domaine d’e´volution e´lastoplastique, la matrice tangente est de´crite par
l’e´galite´ suivante :
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.
σ = C ep :
.
ε (4.22)
avec
C ep = C e − (C
e :N )⊗ (C e : ∂f
∂σ
)
∂f
∂σ
: C e :N − ∂f
∂A
.ρ¯∂
2ψp
∂α2
.H
(4.23)
4.2 Algorithme d’inte´gration nume´rique
4.2.1 La proble´matique
On conside`re un point P d’un milieu continu occupant un domaine Ω de compor-
tement e´lastoplastique local. Supposant que a` t = t0 la de´formation e´lastique, ε
e, la
de´formation plastique, εp, et les variables d’e´crouissages α sont connues au point P . Le
comportement du domaine Ω est connu dans l’intervalle du temps [t0, T ] en connaissant
l’histoire du tenseur de de´formation totale ε(t) entre t0 et T.
Le proble`me a` re´soudre est, en connaissant les valeurs a` t = t0 de la de´formation
e´lastique, les variables d’e´crouissages et le multiplicateur de plasticite´,
.
γ, et l’histoire
de la de´formation totale dans l’intervalle du temps [t0, T ], de de´terminer les fonctions
εe(t), α(t) et
.
γ(t) qui ve´rifient les relations suivantes :
.
εe (t) =
.
ε (t)− .γ (t)N (σ (t) ,A (t))
.
α (t) =
.
γ (t)H (σ (t) ,A (t))
(4.24)
.
γ (t) > 0, f (σ (t) ,A (t)) 6 0,
.
γ (t) f (σ (t) ,A (t)) = 0 (4.25)
pour t ∈ [t0, T ], et
σ (t) = ρ
∂ψ
∂εe
∣∣∣∣
t
, A (t) = ρ
∂ψ
∂α
∣∣∣∣
t
. (4.26)
4.2.2 Proble`me incre´mental
Nous utilisons le sche´ma implicite d’Euler pour discre´tiser les relations (4.24) et
(4.25). Pour un intervalle du temps ge´ne´rique [tn, tn+1], les valeurs de la de´formation
e´lastique, εen et les variables internes d’e´crouissage αn a` l’instant tn sont connues ainsi
que l’incre´ment de la de´formation totale ∆ε. Le proble`me incre´mental est de re´soudre
les relations suivantes :
εen+1 = ε
e
n +∆ε −∆γN (σn+1,An+1)
αn+1 = αn +∆γH (σn+1,An+1)
(4.27)
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avec εen+1, αn+1 et ∆γ sont inconnues et ve´rifient les contraintes suivantes :
∆γ > 0, f (σn+1,An+1) 6 0, ∆γf (σn+1,An+1) = 0 (4.28)
avec
σn+1 = ρ
∂ψ
∂εe
∣∣∣∣
n+1
, An+1 = ρ
∂ψ
∂α
∣∣∣∣
n+1
. (4.29)
Dans les relations pre´ce´dentes nous adaptons la notation ∆ (.) = (.)n+1 − (.)n ou` (.)n
et (.)n+1 repre´sentent les valeurs de (.) a` tn et tn+1 respectivement. L’incre´ment ∆γ
est l’incre´ment du multiplicateur plastique. Une fois εen+1 solution est de´termine´, la
contrainte plastique a` tn+1 est calcule´e par la relation suivante :
εpn+1 = ε
p
n +∆ε −∆εe (4.30)
a` ce stade toute les variables sont connues dans l’intervalle [tn, tn+1].
l’algorithme de la re´solution du proble`me incre´mental contient les deux e´tapes sui-
vantes :
1. Incre´ment du multiplicateur plastique nul,
∆γ = 0 (4.31)
dans ce cas, on n’a pas d’e´coulement plastique,le comportement est purement
e´lastique dans l’intervalle du temps [tn, tn+1]. La condition (4.28)3 est ve´rifie´e au-
tomatiquement et εen+1 et αn+1 sont de´termine´es par :
εen+1 = ε
e
n +∆ε
αn+1 = αn
(4.32)
et, en ajoutent, la condition suivante :
f (σn+1,An+1) ≤ 0 (4.33)
σn+1 et An+1 sont fonctions de ε
e
n+1 et An+1 et sont de´finies dans la relation (4.29).
2. Incre´ment du multiplicateur plastique strictement positif,
∆γ > 0 (4.34)
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Dans ce cas, εen+1, αn+1 et ∆γ satisfaisants
εen+1 = ε
e
n +∆ε −∆γN (σn+1,An+1)
αn+1 = αn +∆γH (σn+1,An+1)
(4.35)
et la combinaison des deux relations (4.28)2 et (4.28)3 se re´sultent par la condition
suivante
f (σn+1,An+1) = 0 (4.36)
4.2.3 Algorithme de pre´diction e´lastique/correction plastique
La nature du proble`me ci-dessus motive la mise en place d’un algorithme qui
contient deux e´tapes dans lequel les deux ensembles d’e´quations possibles sont em-
ploye´s de manie`re se´quentielle et la solution finale est unique. La de´marche suivie est
la suivante :
1. Pre´diction e´lastique
Premie`rement, supposant que la premie`re des deux situations ci-dessus (∆γ =
0) se produite ; c’est-a`-dire, nous supposons que l’e´tape [tn, tn+1] est e´lastique.
La solution donne´e par (4.32), qui n’est pas ne´cessairement la solution re´elle du
proble`me, s’appellera la solution e´lastique test, et sera note´e comme suit
εetrialn+1 = ε
e
n +∆ε
αtrialn+1 = αn
(4.37)
La contrainte et la force d’e´crouissage lie´es a` ces de´formations sont appele´es res-
pectivement, la contrainte e´lastique test et la force d’e´crouissage e´lastique test, et
sont donne´es par :
σ trialn+1 = ρ
∂ψ
∂εe
∣∣∣∣trial
n+1
, Atrialn+1 = ρ
∂ψ
∂α
∣∣∣∣trial
n+1
(4.38)
Les variables ci-dessus s’appellent ensemble l’e´tat e´lastique test. Notez maintenant
que, pour eˆtre la solution re´elle, l’e´tat e´lastique test doit satisfaire (4.33). Nous
proce´dons alors comme suit. Si
f trial ≡ f (σ trialn+1 ,Atrialn+1 ) ≤ 0, (4.39)
c’est-a`-dire, si l’e´tat e´lastique test se trouve dans le domaine e´lastique ou sur la
surface de charge, on l’accepte comme solution du proble`me. Dans ce cas, nous
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mettons a` jour la contrainte a` tn+1
(.)n+1 := (.)
trial
n+1 (4.40)
et l’algorithme est termine´. Sinon, l’e´tat e´lastique test n’est pas palstiquement
admissible et la solution du proble`me ne´cessite une correction plastique.
2. Correction plastique : algorithme de retour radial
La correction plastique consiste a` de´terminer εen+1, αn+1 et ∆γ solution du syste`me
d’e´quations suivant :
εen+1 = ε
etrial
n+1 −∆γN (σn+1,An+1)
αn+1 = α
trial
n+1 +∆γH (σn+1,An+1)
f (σn+1,An+1) = 0,
(4.41)
en respectant la contrainte suivante :
∆γ > 0. (4.42)
Figure 4.2 — Interpre´tation ge´ome´trique du sche´ma ge´ne´ral de retour radial : (a)
e´crouissage ; et (b) e´lastoplastique parfait [30].
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Figure 4.3 — Diagramme de re´solution d’un proble`me e´lastoplastique
4.2.4 Algorithme de retour radial
(i) Pre´diction e´lastique. ∆² est donne´e ainsi que les variables d’e´tat a` tn, e´valuation
de l’e´tat e´lastique test.
εetrialn+1 = ε
e
n +∆ε
αtrialn+1 = αn
σ trialn+1 = ρ
∂ψ
∂εe
∣∣∣∣trial
n+1
, Atrialn+1 = ρ
∂ψ
∂α
∣∣∣∣trial
n+1
(ii) Ve´rifier l’admissibilite´ plastique
SI
f
(
σ trialn+1 ,A
trial
n+1
) ≤ 0,
ALORS fait
(.)n+1 := (.)
trial
n+1
et SORTIR
(iii) Retour radial. re´solution du syste`me

εen+1 − εetrialn+1 +∆γN (σn+1,An+1)
αn+1 − αtrialn+1 −∆γH (σn+1,An+1)
f (σn+1,An+1)
 =

0
0
0

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Pour εen+1, αn+1 et ∆γ, avec
σn+1 = ρ
∂ψ
∂εe
∣∣∣∣
n+1
, An+1 = ρ
∂ψ
∂α
∣∣∣∣
n+1
.
(iv) SORTIR
4.3 Implantation du mode`le dans ABAQUS
La plupart des codes e´le´ments finis tel que ABAQUS disposent d’une famille de
lois de comportement standards. Elles couvrent un large spectre de comportement
avec des me´canismes physiques tel que l’e´lasticite´, la viscoe´lasticite´, la plasticite´, la
viscoplasticite´, l’endommagement, etc. Par contre cette famille n’est pas exhaustive et
elle ne pre´sente pas par exemple de lois repre´sentatives du comportement des structures
complexes comme les murs en mac¸onnerie. Afin de comple´ter les lois existantes la
plupart des codes proposent une routine utilisateur par le biais de laquelle il est possible
d’introduire une loi de comportement spe´cifique. Dans le cas d’ABAQUS, il s’agit de
la routine UMAT. Pour toute la suite nous conside´rons le cas d’un comportement
e´lastoplastique parfait.
4.3.1 Routine UMAT
La routine UMAT permet de programmer la loi de comportement me´canique
du mate´riau e´tudie´, c’est-a`-dire de donner les expressions du tenseur de contraintes
σ (STRESS), de diverses variables internes (SDV) (par exemple le tenseur des
de´formations plastiques, le tenseur des de´formations visqueuses ou encore une variable
d’endommagement, etc.) et la matrice jacobienne cohe´rente (appele´e aussi matrice
tangente)∂∆σ
∂ε
(DDSDDE). Abaqus se charge de calculer l’e´quilibre global et fournit, en
entre´e de la UMAT, les de´formations totales et les contraintes en de´but d’incre´ment ε0
(STRAN), σ0 (STRESS) et l’incre´ment de de´formations ∆ε (DSTRAN).
Dans le cas de l’utilisation d’une UMAT lors d’un calcul implicite, toutes les valeurs
des contraintes et des variables internes au pas n+1 sont e´value´es a` partir de leur valeur
au pas pre´ce´dent n en chaque point d’inte´gration de chaque e´le´ment. Les tableaux et les
parame`tres importants lors de la cre´ation d’une UMAT sont pre´sente´s succinctement :
Tableaux en entre´e, mis a` jour au cours du calcul et fournis en sortie :
– « Stress » : ce tableau contient les valeurs des contraintes au pas pre´ce´dent. Ce
tableau doit eˆtre mis a` jour a` la fin du pas courant. Si des conditions initiales
en terme de contraintes sont introduites, elles sont stocke´es dans ce tableau. Les
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Figure 4.4 — Entre´es et sorties de la UMAT
valeurs entre´es sont les contraintes vraies et la taille du tableau de´pend de la
valeur de « Ntens ». Stress (j) est la jie`me composante.
– « Statev » : ce tableau regroupe les variables d’e´tat utiles a` l’obtention de la
solution. Elles sont donne´es au de´but de l’incre´ment et peuvent eˆtre mises a`
jour a` l’aide de la subroutine pour eˆtre de nouveau stocke´es dans le tableau. Les
composantes des de´formations plastiques εp sont stocke´es dans ce tableau.
Variables fournies en entre´e et ne pouvant eˆtre change´es :
– « Ntens » : cette variable de´finit la taille des tableaux contenant les contraintes
et les de´formations. Elle peut eˆtre assimile´e a` la somme des composantes directes
« Ndir » et indirectes « Nshr » d’un tenseur syme´trique. Dans le cas 3D, «
Ntens » = 6. C’est la valeur de ce parame`tre qui de´termine si un calcul est
re´alise´ en 3D ou en 2D contraintes planes ou de´formations planes. L’UMAT
de´veloppe´e peut s’appliquer dans ces trois cas.
– « Nstatev » : cette variable de´finit la taille du tableau contenant les variables
internes et tous les parame`tres utiles a` l’e´criture des lois de comportement.
– « Stran » : ce tableau contient les valeurs des de´formations au pas pre´ce´dent. Il
est tre`s important de pre´ciser que ce tableau ne doit pas eˆtre mis a` jour. C’est
une donne´e en entre´e seulement.
– « Dstran » : ce tableau regroupe les incre´ments de de´formation. La taille du
tableau de´pend de la valeur de « Ntens ».
110 4.3. Implantation du mode`le dans ABAQUS
– « Nprops » : ce parame`tre correspond a` la taille du tableau contenant les
proprie´te´s me´caniques du mate´riau.
– « Props » : les proprie´te´s me´caniques du mate´riau sont de´finies dans ce tableau.
4.3.2 Etat de contrainte et matrice tangente
Les e´tats de de´formation et de contrainte ge´re´s par le logiciel ABAQUS sont stocke´s
sous forme vectorielle. Dans le cas des contraintes planes (les e´le´ments S3 et S4R sont
formule´s en contraintes planes), les composantes de ceux-ci sont donne´es comme suit :
σ 7→ σ =

σ11
σ22
σ12
 ; ε 7→ ε =

ε11
ε22
2ε12
 (4.43)
Conse´cutivement, dans toute la the´orie relative a` l’imple´mentation, le formalisme
vectoriel sera utilise´ et l’ordre des composantes sera respecte´.
Le crite`re macroscopique des murs mac¸onne´s en contraintes planes s’e´crit :

f (1) = σ12 + tanϕ
J σ22 − cJ
f (2) = −σ12 + tanϕJ σ22 − cJ
f (3) =
(
1 +m tanϕJ
)
σ12 +mσ11 + tanϕ
J σ22 − cJ(m/ tanϕJ + 1)
f (4) = − (1 +m tanϕJ)σ12 +mσ11 + tanϕJ σ22 − cJ(m/ tanϕJ + 1)
f (5) =MAX(0, σ11 − σ22)−
√
(Σ0)
2 − (2σ12)2
f (6) = σ11 + σ22 +
√
(σ11 − σ22)2 + (2σ12)2 − 2T
(4.44)
La loi de normalite´ permet d’exprimer l’incre´ment de de´formation plastique en
fonction du multiplicateur plastique λ :
∆εP =
6∑
i=1
.
γ
∂fi(∆σ)
∆σ
(4.45)
La re`gle de normalite´ ou les conditions supple´mentaires de Kuhn-Tucker.
.
γ > 0, fi (σ) 6 0,
.
γ fi (σ) = 0 (4.46)
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La vitesse de de´formation plastique est nulle lorsque les contraintes sont dans le
domaine d’e´lasticite´ (fi(σ) < 0). Lorsqu’elles sont sur le seuil de plasticite´ (fi(σ) = 0),
la vitesse de de´formation plastique est normale exte´rieure au domaine de plasticite´.
Le multiplicateur plastique γ est un scalaire a priori inde´termine´, il constitue donc
une des inconnues introduites par le mode`le de comportement. La condition de
comple´mentarite´ fi(σ) = 0 sert a` exprimer le fait que la de´formation plastique n’est
susceptible d’e´voluer qu’a` partir d’une situation telle que l’e´tat de contraintes est sur
le seuil de plasticite´.
L’incre´ment de de´formation ∆ε se de´compose en une partie e´lastique ∆εe et une
partie plastique ∆εp telle que :
∆ε = ∆εe +∆εP (4.47)
4.3.3 Algorithme de la UMAT
Pour chaque incre´ment d’e´quilibre tn de la proce´dure de calcul d’ABAQUS et pour
chaque point d’inte´gration de Gauss du maillage, ABAQUS fournit, par l’interme´diaire
de l’UMAT, le tenseur des contraintes σ(tn), le tenseur des de´formations ε(tn) et une
estimation de l’incre´ment de de´formation ∆ε(tn). Dans la routine toutes ces quatres
valeurs vont eˆtre utilise´es pour de´terminer le tenseur des contraintes de cauchy σ(tn+1)
a` (t+∆t) et la matrice tangente ∂∆σ(tn+1)
∂ε(tn+1)
Step 1 : le pre´dicteur e´lastique
En entre´e, nous avons σ(tn), ε(tn) et l’incre´ment de de´formation totale ∆ε(tn).
l’incre´ment est suppose´ e´lastique, impliquant que toutes les variables internes a` l’instant
(n+1) sont e´gales a` celles a` l’instant (n) tel que :
∆εn = ∆ε
e
n +∆ε
p
n
εn+1 = εn +∆εn
(4.48)
et on a :
∆σ = C e∆εe (4.49)
Les mac¸onneries sont des mate´riaux orthotropes, donc, la matrice de rigidite´ dans
le repe`re d’orthotropie aura la forme suivante :
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Ce =
 C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C66

Les coefficients de la matrice de rigidite´ de´pendent des proprie´te´s e´lastiques des
blocs (λ′b, µb) et des joints d’interface (kn, kt) ainsi que les dimensions des blocs (a, b)
[18] et [19].
avec
C11 =
E1
1− ν12ν21 =
E1
1− E2
E1
ν212
C22 =
E2
1− ν12ν21 =
E2
1− E2
E1
ν212
C12 =
ν12E2
1− ν12ν21 = ν12C22
C66 = G
et
1
E1
=
4a
4abkn + b2kt
+
1
4µb
+
1
4
(
λ
′
b + µb
)
1
E2
=
1
akn
+
1
4µb
+
1
4
(
λ
′
b + µb
)
1
G
=
1
akt
+
4a
b2kn + 4abkt
+
1
µb
ν12
E1
=
ν21
E2
=
λ
′
b
4µb
(
λ
′
b + µb
)
on a conside´re´ ici que λ
′
b =
2λbµb
λb+2µb
A partir de ces valeurs, σ trialn+1 est e´value´e a` l’aide de (4.49) :
σ trialn+1 = σn +C
e∆εn (4.50)
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Puisque σ est connu a` l’incre´ment (n+1), les fonctions seuils de notre crite`re de
rupture f i−trial
n+1
(
σ trialn+1
)
peuvent eˆtre calcule´es. Dans la UMAT, nous avons normalise´
le crite`re par rapport a` la cohe´sion des blocs de mac¸onnerie, cb. La fonction seuil du
crite`re de compression des blocs, f 5n+1, est prise syme´trique par rapport aux contraintes
σ11 et σ22.

f
(1)−trial
n+1 =
1
cb
(
σ
(n+1)
12 + tanϕ
J σ
(n+1)
22 − cJ
)
f
(2)−trial
n+1 =
1
cb
(
−σ(n+1)12 + tanϕJ σ(n+1)22 − cJ
)
f
(3)−trial
n+1 =
1
cb
((
1 +m tanϕJ
)
σ
(n+1)
12 +mσ
(n+1)
11 + tanϕ
J σ
(n+1)
22 − cJ(m/ tanϕJ + 1)
)
f
(4)−trial
n+1 =
1
cb
(
− (1 +m tanϕJ)σ(n+1)12 +mσ(n+1)11 + tanϕJ σ(n+1)22 − cJ(m/ tanϕJ + 1))
f
(5)−trial
n+1 =
1
cb
(√(
σ
(n+1)
11 − σ(n+1)22
)2
+
(
2σ
(n+1)
12
)2
− Σ0
)
f
(6)−trial
n+1 =
1
cb
(
σ
(n+1)
11 + σ
(n+1)
22 +
√(
σ
(n+1)
11 − σ(n+1)22
)2
+
(
2σ
(n+1)
12
)2
− 2T
)
(4.51)
Si toutes les fonctions seuils f i−trialn+1 ≤ 0, l’hypothe`se d’incre´ment e´lastique est
valide´e, ainsi que la valeur de σ(n+1) := σ trialn+1 . Le calcul passe a` l’incre´ment suivant
(n+2).
S’il existe au moins une fonction seuil viole´e, f i−trialn+1 > 0, l’hypothe`se d’incre´ment
e´lastique n’est pas ve´rifie´e. la valeur de σ trialn+1 doit eˆtre corrige´es a` travers la deuxie`me
e´tape de re´solution.
Step 2 : le correcteur plastique
La contrainte σ trial e´value´e pre´ce´demment est fournie en entre´e. σn+1 est la solution
du syste`me d’e´quation suivant.
εn+1 = εn +∆ε (4.52)
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σn+1 = C
e :
(
εn+1 − εpn+1
)
(4.53)
εpn+1 = ε
p
n +
6∑
i
∆γin+1
∂f i (σn+1)
∂σn+1
(4.54)
σn+1 ve´rifie les conditions discre´tise´es de Kuhn-Tucker :
∆γin+1 > 0, f i (σn+1) 6 0, ∆γin+1f i (σn+1) = 0, pour i = [1, ..., 6] (4.55)
D’apre`s Haar-Karman, la solution du syste`me d’e´quation (4.60) - (4.55) co¨ıncide
avec l’argument du proble`me de minimisation sous contraintes suivant (De Felice & all
[29]) :
Min ΠHK [∆σn+1] =
1
2
(
∆σn+1 : (C
e)−1 : ∆σn+1
)
(4.56)
sous les contraintes suivantes :
f i (∆σn+1) 6 0, pour i = [1, ..., 6] (4.57)
(Ce)−1 est la matrice de souplesse, Se, elle a la meˆme teˆte que la matrice de rigidite´.
Donc
Se = (Ce)−1 =
 S11 S12 0S12 S22 0
0 0 S66

Notre proble`me de minimisation est e´quivalent au proble`me de minimisation avec
pe´nalisation suivant :
min
σn+1,αi
1
2
(
σn+1 − σ trialn+1
)
: (C e)−1 :
(
σn+1 − σ trialn+1
)
+R
6∑
i=1
(
fi (σn+1) + α
2
i
)2
(4.58)
Le premier terme de la fonction cible a` minimiser est normalise´ par rapport a` la
composante S11 de la matrice de souplesse. le proble`me de minimisation devient alors
min
σn+1,αi
1
2S11
(
σn+1 − σ trialn+1
)
: (C e)−1 :
(
σn+1 − σ trialn+1
)
+R
6∑
i=1
(
fi (σn+1) + α
2
i
)2
(4.59)
Ou` αi > 0 et R est un coefficient de pe´nalisation. La valeur de R utilise´e dans notre
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calcul est e´gale a` 500. La bonne convergence du sous programme de minimisation
est ve´rifie´e sur un proble`me dont on connaˆıt la solution exacte. σn+1 est la valeur de
contrainte solution de notre proble`me de minimisation.
Notre proble`me de minimisation est re´solu a` l’aide du sous programme ”DFPMIN”
du NUMERICAL RECIPIES. DFPMIN est un sous programme qui minimise des fonc-
tions non line´aire de plusieurs variables inde´pendantes (voir subroutine UMAT).
Step 3 : De´termination de l’incre´ment de de´formation plastique
∆εp = (C e)−1
(
σ trialn+1 − σn+1
)
(4.60)
Step 4 : De´termination de la matrice tangente
Si l’e´volution est purement e´lastique, la matrice tangente est e´gale a` la matrice de
rigidite´ e´lastique C e.
Dans le domaine d’e´volution e´lastoplastique, la matrice tangente est de´crite par
l’e´galite´ suivante (de´taille Annexe A)
C ep =
∂∆σ
∂∆ε
= C e − C
e∆εp ⊗C e∆εp
∆εp : C e∆εp
(4.61)
Step 5 : Actualisation des variables
La de´formation palstique cumule´e est :
εpn+1 = ε
p
n +∆ε
p (4.62)
4.4 Validation de l’imple´mentation de la loi de com-
portement
Une fois la loi programme´e telle que indique´e dans le paragraphe pre´ce´dent, il a
fallu valider son imple´mentation dans le code de calcul par e´le´ments finis ABAQUS r©.
En effet, le type d’e´le´ment, la finesse du maillage et la pre´cision du calcul ne doivent
pas modifier la re´ponse d’une structure se de´formant de manie`re homoge`ne.
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Figure 4.5 — Sche´matisation de la loi de comportement code´e sous ABAQUS r©.
Pour ve´rifier cela, nous avons choisi de comparer les re´sultats de l’homoge´ne´isation
nume´rique 3D (chapitre 3) et ceux de l’UMAT. Des tests uniaxiaux et biaxiaux sont
traite´s. La structure de mac¸onnerie est mode´lise´e, dans un premier temps, par une
plaque plane forme´e d’un seul e´le´ment de maillage.
La figure 4.18 pre´sente la comparaison entre les re´sultats de l’homoge´ne´isation
nume´rique 3D et de l’UMAT. Nous constatons une bonne co¨ıncidence entre les re´sultats
des deux simulations. Ces re´sultats confirment la bonne imple´mentation de la loi de
comportement des mac¸onneries dans le code aux e´le´ments finis ABAQUS r©.
Chapitre 4. Implantation du crite`re dans un code e´le´ment finis 117
Figure 4.6 — Traction paralle`le aux joints horizontaux
Figure 4.7 — Courbe contrainte/de´formation : traction paralle`le aux joints hori-
zontaux
Figure 4.8 — Traction perpendiculaire aux joints horizontaux
Figure 4.9 — Courbe contrainte/de´formation : Traction perpendiculaire aux joints
horizontaux
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Figure 4.10 — Traction-compression dans le plan
Figure 4.11 — Courbe contrainte/de´formation : Traction-compression dans le plan
Figure 4.12 — Traction-compression dans le plan
Figure 4.13 — Courbe contrainte/de´formation : Traction-compression dans le plan
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Figure 4.14 — Compression dans le plan
Figure 4.15 — Courbe contrainte/de´formation : Compression dans le plan
Figure 4.16 — Compression dans le plan
Figure 4.17 — Courbe contrainte/de´formation : Compression dans le plan
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(a)
(b)
Figure 4.18 — Confrontation entre les re´sultats UMAT et EF-3D
Apre`s avoir valide´ l’imple´mentation du crite`re de rupture dans le code aux e´le´ments
finis Abaqusr, nous proce´dons maintenant a` l’e´tude de trois ge´ome´tries de structures
mac¸onne´es : un trumeau, un panneau simple et un panneau avec une re´servation au
milieu. Les dimensions ge´ome´triques des structures mac¸onne´es sont repre´sente´es sur
les figures 4.19, 4.23 et 4.27. Les blocs utilise´s ont les dimensions suivantes : longueur
× largeur × hauteur e´gale a` 115× 40× 55mm3. Le tableau 4.1 contient les parame`tres
caracte´ristiques du bloc et du joint de mortier.
Cohe´sion des joints cJ (MPa) 0.35
Angle de frottement ϕJ 40◦
Cohe´sion des blocs cb (MPa) 4.35
Angle de frottement ϕb 30◦
Traction ”in-situ” des briques T (MPa) 1.35
Compression ”in-situ” des briques Σ0 (MPa) 4.6
Tableau 4.1 — Parame`tres de calcul
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Nous analysons dans les parties suivantes les modes de rupture obtenus pour des
simulations nume´riques sur les trois structures mac¸onne´es. On applique dans les cal-
culs deux actions simultane´es sur la partie supe´rieur du mur. On applique une charge
verticale constante sous la forme d’une pression P = 0, 1 MPa. On impose e´galement
un de´placement horizontal croissant, uniforme sur toute la partie supe´rieure du mur.
4.4.1 Flexion - cisaillement d’un trumeau
L’exemple traite´ dans cette partie est un test standard de flexion - cisaillement d’un
trumeau de mac¸onnerie. Les valeurs caracte´ristiques de la ge´ome´trie et du chargement
sont mises sur la figure 4.19.
Les figures ci-dessous (figure 4.20-4.21) pre´sentent les distributions de contraintes
et de de´formations dans la structure mac¸onne´e pendant le chargement. les iso-valeurs
de contrainte verticale (σ22) sont en toute logique, tre`s proches de ce qu’elles seraient
dans une console fle´chie. L’analyse des re´sultats nume´riques montre que la rupture du
trumeau, pour ce type de chargement, a lieu au niveau des joints d’interface, au pied et
a` gauche du trumeau. La figure 4.22 montre la courbe des forces de re´action horizontales
sur le trumeau en fonction du de´placement impose´. Nous constatons une premie`re phase
line´aire qui illustre le comportement e´lastique de la structure poursuivi par un palier
indiquant la phase plastique. La rupture du trumeau s’est produite pour une force de
re´action horizontale e´gale a` 2, 66 kN (valeur a` comparer a` la charge verticale applique´e
de 2, 47 kN).
Figure 4.19 — Mode chargement de la structure mac¸onne´e
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Figure 4.20 — Distribution de contrainte σ11 et de de´formation ε11 dans la struc-
ture mac¸onne´e
Figure 4.21 — Distribution de contrainte σ22 et de de´formation ε22 dans la struc-
ture mac¸onne´e
Figure 4.22 — Courbe des forces de re´action horizontales du trumeau en fonction
du de´placement impose´
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4.4.2 Cisaillement d’un mur en mac¸onnerie
Les figures ci-dessous des distributions de contraintes et de de´formations nous
montrent que dans le cas pre´sent la rupture du mur apparaˆıt selon une bielle allant
globalement du coin supe´rieur gauche au coin infe´rieur droite du panneau. Ici encore, la
rupture a lieu au niveau des joints d’interface. Il s’agit donc d’une rupture en ”escalier”
comme typiquement observe´ dans les essais sur cette ge´ome´trie de panneau. La ruine
totale du mur s’est produite pour une force de re´action horizontale dans le mur e´gale
a` 7, 2 kN (valeur a` comparer a` la charge verticale applique´e de 7, 92 kN).
Figure 4.23 — Mode chargement de la structure mac¸onne´e
Figure 4.24 — Distribution de contrainte σ11 et de de´formation ε11 dans la struc-
ture mac¸onne´e
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Figure 4.25 — Distribution de contrainte σ22 et de de´formation ε22 dans la struc-
ture mac¸onne´e
Figure 4.26 — Courbe des forces de re´action horizontales du mur en fonction du
de´placement impose´
4.4.3 Cisaillement d’un mur en mac¸onnerie avec baie
Le panneau de mac¸onnerie e´tudie´ est perce´ par une baie au milieu. Notre mode`le
est dans ce cas se´ve`re par rapport a` la re´alite´ car il ne prend pas en compte l’existence
d’un linteau qui sera syste´matiquement pre´sent au dessus de l’ouverture. Au cours du
chargement, la re´servation est naturellement le lieu de concentrations de contraintes
qui favorisent la rupture du mur en mac¸onnerie par la diagonale. Ici encore, la rupture
de la structure mac¸onne´e s’est produite dans les joints d’interface. La force de re´action
horizontale dans le panneau a` la rupture est e´gale a` 5, 79 kN (valeur a` comparer a` la
charge verticale applique´e de 7, 92 kN). Il est remarquable de constater que la baisse
de re´sistance vis-a`-vis du panneau plein n’est que 20%
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Figure 4.27 — Mode chargement de la structure mac¸onne´e
Figure 4.28 — Distribution de contrainte σ11 et de de´formation ε11 dans la struc-
ture mac¸onne´e
Figure 4.29 — Distribution de contrainte σ22 et de de´formation ε22 dans la struc-
ture mac¸onne´e
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Figure 4.30 — Courbe des forces de re´action horizontales du mur en fonction du
de´placement impose´
4.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons de´crit dans un premier temps la de´marche suivie
pour imple´menter notre crite`re de rupture des structures mac¸onne´es dans le code aux
e´le´ments finis Abaqusr. La validation de cette e´tape est faite par des calculs re´alise´s sur
un seul e´le´ment de maillage soumis a` des chargements homoge`ne varie´s. Puis apre`s avoir
ve´rifie´ la bonne concordance entre les re´sultats nume´riques et les re´sultats analytiques,
nous avons calcule´ diffe´rentes ge´ome´tries de panneaux en mac¸onnerie : un trumeau,
un panneau large et un panneau avec une re´servation au milieu. Dans ces calculs, la
structure mac¸onne´e est encastre´e en pied. Elle est soumise a` un chargement vertical
constant et uniforme et a` un chargement horizontal croissant en teˆte, uniforme le long
de l’arase supe´rieure du panneau. Les re´sultats obtenus co¨ıncident qualitativement avec
le comportement observe´ lors d’essais en vraie grandeur sur des murs analogues. Une
confrontation quantitative est pre´vue dans les suites imme´diates de la the`se.
CHAPITRE5
Longueur d’ancrage
d’un TFC : Support en
be´ton creux
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons au renforcement des e´le´ments de mac¸onnerie
(blocs de be´ton creux) par des bandes de tissus de fibres de carbone (TFC). Le renfort
est colle´ et impre´gne´ graˆce une re´sine e´poxy.
La pre´sente e´tude porte sur la caracte´risation du comportement de l’interface entre
le renfort et l’e´le´ment de mac¸onnerie pour de´finir la longueur d’ancrage, longueur de
transfert ne´cessaire pour pouvoir solliciter le renfort au maximum de sa capacite´.
Nous pre´sentons dans un premier temps le type d’essai qui a e´te´ re´alise´ pour e´tudier
le comportement d’interface d’adhe´sion lorsqu’elle est soumise a` un cisaillement, puis
nous de´crivons les trois types d’e´chantillon teste´s : un e´chantillon a` ancrage simple et
deux e´chantillons dont l’ancrage est renforce´ par la pre´sence d’une me`che. Nous ap-
pellerons dans la suite ces deux derniers e´chantillons : ” e´chantillon a` ancrage me`che
standard ” et ” e´chantillon a` ancrage me`che a` chas ”. Ces deux types de me`ches cor-
respondent a` des situations diffe´rentes d’ancrage : dans un chaˆınage pour le premier
et dans une semelle de fondation pour le second. Le dispositif d’essai est ensuite plus
amplement de´taille´ : la pre´paration des corps d’e´preuve, l’instrumentation, puis les
conditions de chargement. Dans la partie re´sultats et analyse, nous verrons l’effica-
cite´ du renfort sur la mac¸onnerie, puis nous rentrerons dans les de´tails des modes
de de´faillance de ces renforts en faisant une e´tude de chacune de ces conditions de
de´faillances. Pour finir nous utiliserons des mode`les de comportement des composites
pour de´terminer la longueur d’ancrage.
L’un des modes de rupture les plus courants pour ce type de renforcement est
le de´laminage, c’est-a`-dire l’arrachement d’une fine couche du support en be´ton par
cisaillement-traction. Ce phe´nome`ne est initie´ a` l’extre´mite´ du collage du renfort sur
la mac¸onnerie puis il se propage ensuite le long de l’interface renfort / mac¸onnerie.
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5.1 Programme expe´rimental
Vingt-sept corps d’e´preuve ont e´te´ fabrique´s, soit neuf pour chaque type d’ancrage.
Les essais consistent a` reproduire sur un corps d’e´preuve les conditions de charge-
ment de l’interface renfort/be´ton en extre´mite´ de renfort. Nous utilisons comme blocs
supports des blocs de be´ton creux. L’essai choisi est a` double recouvrement. Il s’inspire
de l’essai pre´conise´ par l’Association Franc¸ais de Ge´nie Civil (AFGC) [re´fe´rence], les
modifications vis-a`-vis de celui-ci e´tant lie´es a` la taille de notre baˆti d’essai, trop petite
pour accepter l’encombrement du corps d’e´preuve de l’AFGC.
Deux blocs de be´ton paralle`les sont assemble´s a` l’aide de deux bandes composite
colle´es sur deux faces syme´triques (Figure 5.1). Un effort de traction est applique´ sur les
deux blocs. Le chargement est applique´ par l’interme´diaire de rotules qui permettent
d’e´liminer les e´ventuels de´salignements qui provoqueraient le de´collement pre´mature´
des bandes de renfort.
Figure 5.1 — Essai de caracte´risation du comportement de l’interface d’adhe´sion
de´veloppe´ par l’AFGC [3]
Nous collons le TFC sur le bloc support de manie`re a` former une anse a` l’inte´rieur
de laquelle une roue relie´e a` un ve´rin est dispose´e. Ce dispositif permet d’appliquer un
chargement identique aux deux joints colle´s.
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Figure 5.2 — Principe de l’essai
Trois types d’e´chantillons sont teste´s : un e´chantillon a` ancrage simple, un
e´chantillon a` ancrage me`che standard, et un e´chantillon a` ancrage me`che a` chas.
Figure 5.3 — Echantillon a` ancrage simple
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Figure 5.4 — Echantillon a` ancrage me`che standard
Figure 5.5 — Echantillon a` ancrage me`che a` chas
Le tableau suivant contient le programme d’essais pour les trois types d’e´chantillons
(sans ancrage, ancrage me`che standard et ancrage me`che a` chas).
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Chargement Nombre
d’essai
Commentaires Objectifs
Monotone
croissant
5 Chargement a` de´placement
impose´
Caracte´risation de la loi
de comportement
Cyclique
re´pe´te´
croissant
3 Chargement constitue´ de
trains de cycles d’amplitude
croissante, chacun de ces
trains comportant 30 cycles
d’amplitude constante.
Observation d’une perte
e´ventuelle de capacite´ au
se´isme
Cyclique
re´pe´te´
constant
1 Chargement cyclique d’am-
plitude constante, charge-
ment a` force impose´e e´gale
a` 90% de la force de ruine
atteinte au cours l’essai cy-
clique re´pe´te´ croissant : 200
cycles sont vise´s si la ruine
n’est pas atteinte avant
De´termination de la
marge de se´curite´ offerte
par l’ancrage vis-a`-vis
du nombre de cycles
standard d’excitation
sismique
Tableau 5.1 — Programme d’essais
5.2 Composition des corps d’e´preuves
5.2.1 Blocs de be´ton et mortier
Chaque e´chantillon se compose de deux blocs de be´ton creux comple´te´s de be´ton
coffre´ servant d’une part a` assurer une manipulation suˆre des corps d’e´preuve et
repre´sentant d’autre part un chaˆınage horizontal ne´cessaire pour les ancrages a` me`che.
Les blocs utilise´s sont de type B40, de dimensions nominales 500mm × 200mm ×
200mm.
Les blocs sont lie´s par un mortier de classe de re´sistance M5 (re´sistance a` la com-
pression e´gale au minimum a` 5 Mpa) et d’e´paisseur 15mm.
Figure 5.6 — Ele´ment de mac¸onnerie
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5.2.2 Renfort : TFC
Le tissu du composite TFC (Tissu en Fibre de Carbone) est constitue´ de fibres
de carbone dans la chaˆıne et la trame de manie`re a` obtenir une armure souple et
de´formable pouvant e´pouser les formes du support. Le type de tissage est un satin n◦4,
conforme a` la norme ISO 7211.
Le tissu est un tissu bidirectionnel a` sens de re´sistance privile´gie´ dans la chaˆıne,
constitue´ de 70% de fibres dans le sens de la chaˆıne et de 30% de fibres dans le sens de
la trame. Le repe´rage du sens privile´gie´ est simple dans la mesure ou le TFC est livre´
en largeurs standards et que le sens de meilleure re´sistance est le sens longitudinal du
coupon.
De ce fait il est important d’indiquer sur les plans d’implantation des renforcements
l’orientation de pose du tissu. Ce repe´rage se fait simplement en indiquant par un
symbole a` deux fle`ches le sens de pose du tissu.
Les largeurs nominales de tissu TFC sont : 300mm, 200mm, 150mm, 75mm et
40mm.
La largeur nominale de´signe une dimension nominale qui correspond a` un nombre
de me`ches de carbone garanti par largeur (5 me`ches par cm) soit, par exemple, pour
une largeur nominale de 150 mm, un nombre de 75 me`ches. La largeur nominale indique
la section re´sistante du renfort.
Figure 5.7 — Bande de TFC
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5.2.3 Re´sine
La colle retenue pour les essais est la re´sine Epx TFC, produit bi-composant
constitue´ d’une partie re´sine et d’une partie durcisseur. La consommation moyenne
de colle obtenue, par exemple pour ce tissu de grammage 500 g/m2, est de 1,2 a` 1,5
kg/m2 par couche de tissu. Elle varie suivant la nature et l’e´tat de surface du support
a` renforcer.
La dure´e pratique d’utilisation des me´langes de´pend de la quantite´ mise en oeuvre
(effet de masse) et de la tempe´rature ambiante (exotherme). La vitesse de durcissement
apre`s application, lie´e a` la tempe´rature ambiante conditionne le de´lai avant mise en
service.
5.2.4 Me`che d’ancrage standard
La me`che de carbone TFC sert a` fixer ou ancrer le composite de renforcement struc-
tural TFC quand celui-ci ne´cessite un ancrage plus important que la simple adhe´rence
de sa surface colle´e au support. Elle permet e´galement de reprendre des efforts de´vie´s.
Une me`che d’ancrage est constitue´e d’un assemblage de fibres de carbone, compose´ de
deux parties :
– L’ancrage : une partie destine´e a` eˆtre enfile´e et scelle´e dans un forage dans le
be´ton, a` l’aide d’une tige de scellement,
– Le fouet : une partie fibreuse destine´e a` eˆtre stratifie´e avec le composite TFC.
Une me`che d’ancrage est constitue´e de 36 fils de carbone minimum, comprenant cha-
cune 12000 fibres. La capacite´ d’ancrage garantie est de 30kN a` l’ELU.
Figure 5.8 — Description d’une me`che standard
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5.2.5 Me`che d’ancrage a` chas
La me`che a` chas est un nouveau type d’ancrage invente´ par Freyssinet qui sert a`
ancrer le renfort. Une extre´mite´ est matrice´e par stratif avec le composite TFC. L’autre
extre´mite´ est compose´e d’une barre HA (ou tige filete´e) scelle´e profonde´ment dans le
be´ton.
Remarque : Pour l’essai, pas de scellement. La tige bloque´e par e´crou sur une plaque
d’appui en acier.(figure 5.9).
Figure 5.9 — Teˆte a` chas lie´e a` une tige filete´e φ16
5.3 Fabrication des corps d’e´preuve
Le renforcement des blocs a e´te´ re´alise´ sur les deux faces externes de l’e´chantillon
a` l’aide du proce´de´ TFC (Tissu en Fibre de Carbone). Ce proce´de´ utilise des bandes
de tissu de carbone de 75 mm de large, impre´gne´e de re´sine.
Les bandes et la re´sine ont e´te´ fournies et applique´es par l’entreprise Freyssinet.
La re´sine e´poxyde est livre´e en kits pre´-dose´s qui doivent eˆtre me´lange´s dans leur
inte´gralite´.
On applique une premie`re couche de re´sine e´poxyde, dite couche de collage avec
des moyens permettant de faire pe´ne´trer la re´sine au mieux dans les anfractuosite´s du
support, et ainsi assurer une bonne impre´gnation de la surface.
La couche de collage est applique´e a` raison de 700gr/m2 au moyen d’un rouleau a`
poils ras.
Les rouleaux de fibres de carbone tisse´es de 75 mm de large sont pre´alablement
de´coupe´s en le´s aux dimensions de l’e´chantillon a` renforcer. Apre`s la pose du tissu sur
la couche de collage encore humide, le le´ de carbone doit eˆtre fermement plaque´ sur
le support par un marouflage permettant l’impre´gnation de la colle dans la fibre et
l’e´limination de bulles d’air e´ventuelles.
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La deuxie`me couche de re´sine, dite couche de fermeture est destine´e a` donner l’ap-
port de matie`re e´poxydique permettant d’achever l’impre´gnation du tissu. Cette couche
doit impe´rativement eˆtre applique´e avant la polyme´risation de la premie`re couche.
Figure 5.10 — Sche´ma du corps d’e´preuve a` ancrage simple
Proce´dure de mise en ouvre des me`ches d’ancrage standard
Nous commenc¸ons par pre´parer les surfaces du support par un ponc¸age le´ger pour
recevoir la pose du TFC. Cette proce´dure est conforme a` la re´alite´ du chantier.
1. Perc¸age des ancrages
Le perc¸age est re´alise´ au moyen d’un perforateur manuel a` roto-percussion. Le
diame`tre de foreˆt doit eˆtre de 16 mm.
La profondeur de perc¸age est de 15 cm. On s’assure de la bonne profondeur par
l’utilisation d’une bute´e de profondeur installe´e sur le pistolet perforateur.
2. Mise en recette des trous d’ancrage
Les trous d’ancrage doivent eˆtre soigneusement souﬄe´s au moyen d’air comprime´
pour eˆtre de´barrasse´s des poussie`res de forage. Le souﬄage est effectue´ en utilisant
un tube plongeur d’un diame`tre et d’une longueur permettant le souﬄage jusqu’au
fond du trou.
3. Pose de la premie`re couche de TFC
La pose du TFC, pour la couche d’impre´gnation de re´sine et la pose du tissu
se fait sans tenir compte des trous re´alise´s. La stratification du TFC doit eˆtre
comple`te.
4. Scellement de la me`che dans le be´ton
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La me`che est scelle´e au be´ton au moyen d’une re´sine e´poxyde a` deux composants
EPONAL 380.
La re´sine en cartouche est extrude´e dans le trou de scellement au moyen d’une
pompe et d’une buse a` fractionnement statique place´e en extre´mite´ de cartouche.
Le trou est rempli le´ge`rement au dessus de la moitie´ de sa profondeur.
L’ancrage de la me`che est introduit dans le trou a` l’aide de la tige de scellement.
L’extre´mite´ de la tige de scellement doit eˆtre enfonce´e a` environ 0,5 cm sous la
surface finie.
Un le´ger exce´dant de colle EPONAL 380 doit apparaˆıtre en surface.
Cet exce´dant sera e´crase´ a` la spatule avant la stratification du fouet.
5. Stratification du fouet de la me`che
Le fouet est e´carte´ en corolle pour eˆtre incorpore´ dans le matric¸age de la couche
de TFC en place.
Le matric¸age est re´alise´ avec l’adhe´sif du TFC, et se fait sur le composite avant
que la re´sine ne soit durcie. On le re´alise avec une spatule a` enduire de 30 a` 50
mm de largeur, en pressant fortement les fibres dans le sens du fil.
6. Application de la deuxie`me couche de TFC
Si le projet pre´voit une deuxie`me couche de TFC, celle-ci est applique´e
imme´diatement apre`s la stratification du fouet de la me`che selon la proce´dure
habituelle.
Dans le cas ou le projet pre´voit une seule couche de TFC, la surface occupe´e par
la me`che doit eˆtre recouverte d’un carre´ ou d’un rectangle de TFC de´coupe´ a` la
bonne dimension.
Figure 5.11 — Perc¸age des trous d’ancrage Figure 5.12 — Mise en place du TFC
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Figure 5.13 — Injection de colle dans les trous Figure 5.14 — Pre´paration de la me`che
Figure 5.15 — Scellement d’une me`che Figure 5.16 — Incorporation et fermeture
Les figures ci-dessous montrent les diffe´rentes e´tapes de la mise en place d’une
bande de TFC renforce´e par une me`che a` chas. Les diffe´rentes e´tapes sont quasiment
identiques a` celles pre´sente´es pre´ce´demment.
Figure 5.17 — Me`che a` chas lie´e a` une tige filete´e Figure 5.18 — Fixation de ma me`che
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Figure 5.19 — Mise en place du TFC Figure 5.20 — Impre´gnation des fibres de carbone
Figure 5.21 — Passage de la me`che dans la teˆte a` chasFigure 5.22 — Incorporation et fermeture
5.4 Dispositif d’essais
5.4.1 Baˆti d’essai
Afin d’imposer l’effort de traction sur le renfort, l’essai est re´alise´ sur un baˆti
e´quipe´ d’un ve´rin hydraulique. Un axe constitue´ de plusieurs rotules est fixe´ en des-
sous du ve´rin. Ces rotules permettent de rattraper, lors de la traction, les e´ventuels
de´salignements qui pourraient provoquer le de´collement pre´mature´ du composite duˆ a`
des efforts normaux au plan de collage.
L’axe de traction est muni a` son extre´mite´ d’une roue qui vient se placer dans
l’anse du TFC. Cette roue permet d’imposer une traction syme´trique des deux coˆte´s
du renfort. Ainsi le de´placement de la roue est entraˆıne´ par le de´placement du ve´rin de
la presse, de´placement qui est controˆle´ par un ordinateur.
Apre`s installation, l’e´le´ment de mac¸onnerie reste suspendu sous son poids par l’in-
terme´diaire du TFC. Au moment de l’essai l’e´chantillon vient en bute´e sur deux brides
en acier de la machine d’essai (Figure 5.23). Ces deux appuis ont pour roˆle d’e´quilibrer
la force de traction applique´e par le ve´rin.
La Figure 5.24 pre´sente l’essai qui a e´te´ re´alise´ lors de notre e´tude. En pre´sente par
la suite le dispositif me´canique mis en place pour re´aliser cet essai ainsi que l’instru-
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Figure 5.23 — Fixation de l’e´chantillon dans le baˆti d’essai
mentation utilise´e pour obtenir les informations ne´cessaires a` l’e´tude du comportement.
Figure 5.24 — Essai de traction
5.4.2 Instrumentation
Les informations recherche´es dans cette campagne d’essai sont :
– La charge et le mode de rupture pour chaque type d’essai,
– La longueur d’ancrage d’un TFC sur support en be´ton,
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Les mesures qui doivent eˆtre re´alise´e au cours de l’essai sont :
– La variation de l’e´cartement entre la roue et le support,
– l’allongement de l’e´le´ment de renfort en zone libre,
– Le de´placement relatif entre le support et le composite en zone colle´,
– l’effort de traction impose´ au renfort,
– Les de´formations du composite dans la zone colle´e (mesure´es par jauges de
de´formation),
Ecartement entre la roue et le bloc de be´ton
Le de´placement global de la roue par rapport au bloc est enregistre´ de fac¸on continue
par un capteur de de´placement de type LVDT L10 de course ±5mm.
Allongement de l’e´le´ment de renfort en zone libre
La de´formation est suppose´e homoge`ne dans la partie de composite non colle´e. Elle
est alors estime´e a` partir de la mesure du de´placement relatif de deux points par un
capteur LVDT L10. La Figure 5.25 ci-dessous montre le capteur utilise´ lors de nos
essais.
Figure 5.25 — Installation du capteur de de´placement sur le TFC
De´placement relatif entre bloc et composite
Le de´placement relatif entre le bloc et le TFC est mesure´, a` l’arase supe´rieure du
bloc, par un capteur de de´placement de type LVDT L10.
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Effort de traction
L’effort de traction est mesure´ au cours de l’essai par un capteur de force, inte´gre´
a` la trave´e de la presse.
De´formation du composite dans la zone colle´e
Le profil de cisaillement dans la zone d’ancrage est obtenu apre`s mesures des
de´formations longitudinales du renfort. Ces de´formations sont mesure´es a` l’aide de
jauges, re´parties de fac¸on a` obtenir un maximum de valeurs pre`s de la zone libre ou`
le gradient des de´formations est important. La Figure 5.26 montre les positions des
jauges.
Figure 5.26 — Jauges de de´formation
5.5 Re´sultats et analyses
5.5.1 Comportement sous charge monotone croissante des an-
crages simples
5.5.1.1 Comportement expe´rimental de l’ancrage simple
Les cinq premiers e´chantillons a` ancrage simple ont e´te´ sollicite´s de manie`re mono-
tone croissante jusqu’a` la rupture. L’essai est pilote´ en de´placement pour de´crire une
e´ventuelle phase adoucissante.
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Au cours de cette se´rie d’essais, diffe´rents aspects caracte´risant le comportement
du joint be´ton/TFC ont e´te´ observe´s. Ce comportement est caracte´rise´ par les phases
suivantes :
¦ Phase e´lastique line´aire (I)
Dans cette phase de chargement, l’ensemble bloc/TFC se comporte pratiquement
comme un mate´riau e´lastique line´aire.
¦ Phase d’endommagement-rupture (II)
Le de´laminage apparaˆıt dans les zones tendues en commenc¸ant par les zones les
plus sollicite´es (a` l’arase supe´rieure du premier bloc). La premie`re chute de force, sur
la courbe force/de´placement, correspond au passage de la zone d’ancrage effective a`
l’aplomb du joint entre bloc. On remarque au passage que les joints constituent une
zone de faiblesse pour l’adhe´rence. Le transfert de l’ancrage au deuxie`me bloc permet
un petit regain de charge poursuivi par le de´laminage total du joint. La rupture de
l’interface bloc/TFC se fait d’une manie`re fragile.
Cinq essais ont e´te´ re´alise´s, mais seuls quatre sont pre´sente´s car un proble`me de
capteur a` rendu un essai inexploitable. Ce de´faut n’a heureusement aucune conse´quence
car on observe une excellente re´pe´tabilite´ des essais.
Figure 5.27 — Courbes force/de´placement : ancrage simple
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
L’observation du cisaillement dans l’adhe´sif ne peut se faire directement et passe
donc par la mesure des de´formations du composite a` l’aide des jauges de de´formation
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Figure 5.28 — De´laminage observe´ lors des essais sans ancrage
colle´es sur la surface. L’observation de ces mesures nous donne une premie`re information
sur le comportement de l’interface dans son domaine e´lastique.
L’e´volution line´aire des courbes de de´formation s’ache`ve sur les jauges les plus
proches du bord du composite colle´ avant de se propager sur celles plus e´loigne´es
(Figure 5.30). La charge limite du comportement e´lastique marque la fin de l’e´volution
line´aire de la de´formation mesure´e par la jauge la plus proche du bord du composite
colle´. Le tableau 5.2 pre´sente la position des jauges sur les deux faces de l’e´chantillon
a` ancrage simple (figure 5.29).
Face Face 1 Face 2
Jauge J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J8 J9 J10
Position (cm) 1 3 5 10 15 1 3 5 10 15
Tableau 5.2 — Position des jauges de de´formation a` partir du bord haut
Nous pre´sentons ci-dessous la courbe reliant la force de traction sur le ve´rin a` la
de´formation du TFC dans la zone libre (mesure´e par capteur LVDT).
Reportant a` pre´sent la pente associe´e a` la raideur du TFC en zone libre sur les
courbes de de´formation des zones d’ancrage, nous pouvons observer l’e´volution du com-
portement du joint entre sa phase e´lastique et le moment ou` l’adhe´rence a totalement
disparu.
On constate a` ce stade une incohe´rence. En effet, l’e´volution re´gulie`re des courbes
J1 a` J3 et J6 a` J8 entre la phase d’adhe´rence parfaite et la phase ou` l’adhe´rence a
totalement disparu sur les figures pre´ce´dentes montre que l’interface colle´e pre´sente
une phase de comportement adoucissant a` la sortie du domaine e´lastique. Ce point est
confirme´ e´galement par l’e´volution des de´formations d’une jauge a` l’autre. On devrait
donc en principe observer une phase adoucissante a` l’e´chelle globale du joint sur la
figure 5.27 puisque l’essai est pilote´ en de´placement.
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Figure 5.29 — Positions des jauges de de´formation : face 1 et face 2
Figure 5.30 — Courbe force/de´formation de l’e´chantillon a` ancrage simple
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
Figure 5.31 — Courbe force /de´formation sur la zone libre du TFC
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
La rupture brutale obtenue nous invite a` analyser l’essai selon le mode`le de com-
portement simplifie´ suivant.
La rupture intervenant en toute logique dans un joint sur les deux pre´sents sur
le corps d’e´preuve, nous distinguons deux zones : une zone pour le joint arrivant a`
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Figure 5.32 — Courbe force/de´formation de l’e´chantillon a` ancrage simple
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
rupture et une zone pour le reste, c’est-a`-dire la zone libre du renfort et le joint restant
adhe´rant.
Figure 5.33 — Mode`le de comportement simplifie´ de l’essai
On conside`re que la zone de joint arrivant a` rupture est de´crite par un ressort
non line´aire comportant une phase de comportement adoucissante apre`s une phase
e´lastique. On note la loi correspondante σ = N (ε).
On conside`re que l’autre zone est de´crite par un ressort e´lastique line´aire de module
apparent E.
Notons :
l : longueur de la zone de joint arrivant a` rupture.
l∗ : longueur de la zone de renfort libre + zone de joint restant adhe´rente.
En indic¸ant a` 0 les longueurs des zones a` l’origine, soit avant la mise en tension,
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nous obtenons les e´quations suivantes du proble`me statique :

(l + l∗)− (l0 + l∗0) = pir + 2 (d+ u)− (pir + 2d) = 2u (1)
ε =
l − l0
l0
; ε∗ =
l∗ − l∗0
l∗0
(2)
σ = N (ε) = Eε∗ (3)
Voyons quelle petite variation de contrainte dσ engendre une petite variation du
de´placement de la roue du (de´placement impose´ dans l’essai).
Les e´quations (2) et (3) entraˆınent :
dσ
du
=
(
dσ
dε
)
.
dε
du
=
dσ
dε∗
.
dε∗
du
(
avec
dσ
dε
= N ′ (ε)
)
Soit
dσ
du
=
(
dσ
dε
)
.
1
l0
dl
du
= E
1
l∗0
.
dl∗
du
Or l’e´quation (1) implique :
dl
du
+
dl∗
du
= 2
Soit
l0.
dσ
du
.
1(
dσ
dε
) + l∗0.dσdu. 1E = 2
Ou finalement :
dσ
du
=
2
l0
(dσdε )
+
l∗0
E
On constate que l’expression au de´nominateur peut rester positive alors meˆme que
dσ
dε
devient ne´gatif (phase adoucissante du joint). Un accroissement du de´placement de
la roue s’accompagne alors d’un accroissement de contrainte que le joint n’est pas a`
meˆme de supporter apre`s le pic. On obtient dans ce cas la rupture fragile observe´e lors
des essais.
La longueur d’ancrage de´finit en principe la longueur a` partir de laquelle la rup-
ture apparaˆıt par traction excessive dans l’e´le´ment ancre´ avant que l’ancrage ne ce`de.
Cette de´finition repose bien e´videmment sur un comportement suffisamment ductile de
l’ancrage pour qu’une augmentation de sa longueur s’accompagne d’une augmentation
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proportionnelle de sa re´sistance.
Le comportement adoucissant observe´ ici ne permet pas de dimensionner l’ancrage
a` volonte´ en jouant sur sa longueur car il existe une longueur au dela` de laquelle plus
aucun gain de re´sistance ne peut eˆtre espe´re´. Cette longueur de´finira justement la lon-
gueur d’ancrage pour les ancrage simples e´tudie´s ici. Pre´cise´ment, comme couramment
vu dans la litte´rature, on de´finira la longueur d’ancrage comme la distance a` partir de
laquelle le cisaillement de l’interface adhe´rente entre le renfort et le support ne vaut
plus que 3% du cisaillement maximal (ce point sera de´veloppe´ plus loin).
5.5.1.2 Mode`le de comportement pour ancrage simple
Afin de comprendre le fonctionnement du joint, nous partons des mode`les pre´sente´s
dans la litte´rature de O. Volkersen (1938) et Bjo¨rn Ta¨ljsten pour les joints dont tous
les constituants ont meˆme largeur, en y apportant les modifications ne´cessaires pour
de´finir le profil de contrainte de cisaillement le long du plan de collage lorsque support
et renfort ont des largeurs diffe´rentes. Le mode`le est assorti des conditions aux limites
de l’essai de re´fe´rence de l’AFGC et de l’essai du CSTB qui en est proche afin de
comparer les comportements des joints en phase e´lastique.
On adopte pour simplifier un mode`le de joint a` simple recouvrement. l’extension au
cas d’un joint a` double recouvrement est imme´diate et conduit aux meˆmes conclusions.
Hypothe`ses :
¦ les mate´riaux sont homoge`nes, isotropes line´aires et e´lastiques
¦ la couche d’adhe´sif n’est soumise qu’a` des efforts de cisaillement
¦ les e´paisseurs des diffe´rents composants ainsi que la largeur de la bande de renfort,
sont constantes le long de la ligne de joint
¦ les contraintes sont constantes dans l’e´paisseur
Figure 5.34 — Sche´ma du joint colle´ e´tudie´
Ainsi les seules contraintes en jeu sont :
σ = σ11 ;
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τ = τ13 ;
E1, e1, b1 sont respectivement le module d’Young, l’e´paisseur et la largeur du renfort ;
E2, e2, b2 sont respectivement le module d’Young, l’e´paisseur et la largeur du support ;
G, e, b sont respectivement le module de cisaillement, l’e´paisseur et la largeur du joint
de colle ;
Pour le cas b ≤ b1 et b ≤ b2, le proble`me statique est comme suit :
Equilibre statique :
{
bτ (x) = e1b1σ
′
1 (x)
bτ (x) = e2b2σ
′
2 (x)
avec σ′ (x) = dσ(x)
dx
.
Compatibilite´ cine´matique :
γ (x) =
u1 (x)− u2 (x)
e
γ (x) est la distorsion.
Lois de comportement :
τ (x) = Gγ (x) ; σi (x) = Eiεi (x) , i = 1, 2
On obtient
τ ′ (x) =
G
e
(
σ1 (x)
E1
− σ2 (x)
E2
)
Soit
τ ′′ (x) =
Gb
e
(
1
E1e1b1
+
1
E2e2b2
)
τ (x)
On pose
w2 =
Gb
e
(
1
E1e1b1
+
1
E2e2b2
)
Soit a` re´soudre
τ ′′ (x)− w2τ (x) = 0
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e´quation diffe´rentielle line´aire homoge`ne du second ordre de solution ge´ne´rale :
τ (x) = α cosh (wx) + β sinh (wx)
Nous de´finissons a` pre´sent α et β correspondant a` l’essai AFGC d’abord et a` l’essai
CSTB ensuite pour les comparer.
a) Conditions aux limites AFGC :
Figure 5.35 — Sche´ma du joint colle´ avec les conditions aux limites AFGC
En centrant le repe`re au milieu du joint, nous avons
τ ′
(
L
2
)
=
G
e
.
F
b1e1E1
et τ ′
(
−L
2
)
=
G
e
.
−F
b2e2E2
Soit finalement
τ (x) =
ωF
2b
(
cosh (ωx)
sinh
(
ωL
2
) + sinh (ωx)
cosh
(
ωL
2
) .b2e2E2 − b1e1E1
b2e2E2 + b1e1E1
)
(5.1)
Si b1e1E1 = b2e2E2 alors τ est syme´trique par rapport au milieu du joint. Cette
condition connue sous le vocable ”condition d’e´quilibrage” du joint permet de choisir
le renfort qui assurera le meilleur fonctionnement du joint pour un support donne´.
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Le tableau ci-dessous contient les valeurs caracte´ristiques du corps d’e´preuve.
Module de cisaillement du joint de colle : G (MPa) 770
Module d’Young du renfort : E1 (MPa) 105000
Module apparent du support : E2 (MPa) 2600
E´paisseur du joint de colle : e (mm) 0.3
E´paisseur du renfort : e1 (mm) 0.48
(Demi)-e´paisseur du support : e2 (mm) 100
Largeur du joint de colle : b (mm) 75
Largeur du renfort : b1 (mm) 75
Largeur du support : b2 (mm) 500
Longueur de bande colle´e : L (mm) 400
Tableau 5.3 — Valeurs utilise´es pour la de´termination du profil de cisaillement (ces
valeurs correspondent a` l’essai CSTB)
b) Conditions aux limites CSTB :
Figure 5.36 — Sche´ma du joint colle´ avec les conditions aux limites CSTB
En centrant le repe`re sur le bord gauche du joint, nous avons maintenant
τ ′ (0) = 0 et τ ′ (L) =
G
e
.
(
F
b1e1E1
− −F
b2e2E2
)
=
ω2
b
.F
Soit finalement
τ (x) =
ωF
b
.
cosh (ωx)
sinh (ωL)
(5.2)
D’apre`s la figure 5.30, la force de traction impose´e par le ve´rin qui correspond a` la
limite du comportement e´lastique du joint de colle, Nmax, est de 17 kN. Donc, la force
de traction limite, Fmax, applique´e a` l’extre´mite´ de chaque cote´ est e´gale a` 8,5 kN. La
formule (5.2) nous permet de calculer le cisaillement maximal dans le joint :
τmax (L) =
ωFmax
b tanh (ωL)
= 28, 7MPa
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Nous pre´sentons sur la figure suivante le profil de cisaillement que l’on obtient avec
les valeurs du tableau 5.3 pour les deux types de conditions aux limites AFGC et
CSTB.
Figure 5.37 — Profil de cisaillement le long du joint colle´
La parfaite superposition des deux courbes de la figure 5.37 est un cas tre`s particu-
lier. En effet, l’essai CSTB engendre toujours une contrainte nulle au bord libre du ren-
fort. En revanche, c’est parce que la condition d’e´quilibrage n’est pas du tout observe´e
dans la configuration pre´sente (renfort : E1e1b1 = 3, 1MN, support : E2e2b2 = 130MN)
que les conditions aux limites de l’AFGC engendrent le meˆme profil. La repre´sentation
des meˆmes profils dans un repe`re semi-logarithmique montre clairement la diffe´rence
(figure 5.38).
Figure 5.38 — Profil de cisaillement le long du joint colle´ (repe`re semi-
logarithmique)
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La figure 5.38 illustre l’influence de la sollicitation dans le support sur le profil
de cisaillement dans le joint. Bien que cette influence soit masque´e dans la situation
pre´sente particulie`re d’un renfort TFC sur un support en mac¸onnerie de be´ton, elle a
pour conse´quence dans le cas ge´ne´ral de rendre l’essai CSTB sensiblement diffe´rent de
l’essai AFGC, contrairement a` l’objectif vise´ a` l’origine. En situation re´elle de mobili-
sation de l’adhe´rence du joint, le support sera sollicite´ en traction ou en flexion (ce qui
revient au meˆme pour le proble`me de l’ancrage) dans la tre`s grande majorite´ des cas.
Il conviendra en conse´quence a` l’avenir de modifier les conditions aux limites de l’essai
CSTB pour le rendre conforme a` l’essai AFGC et obtenir ainsi une caracte´ristique du
joint dans une configuration proche de ses conditions re´elles de fonctionnement. En
pre´ambule de la pre´sentation a` suivre des ancrages renforce´s par des me`ches, on peut
remarquer que le profil de cisaillement obtenu aura pour conse´quence de faire travailler
successivement, et non conjointement, le joint colle´ et la me`che situe´e a` l’extre´mite´
gauche du renfort. La combinaison joint colle´ et me`che sous la forme standard adopte´e
n’est donc pas optimale.
5.5.1.3 De´termination de la longueur d’ancrage
La longueur d’ancrage est de´finie comme la distance, du bord ou` le cisaillement est
maximal, a` laquelle le cisaillement ne repre´sente plus que 3% du cisaillement maximal.
Longueur d’ancrage the´orique pour un comportement e´lastique fragile
On note ls la longueur d’ancrage. Les expressions pre´ce´dentes de τ (x) et
τmax (= τ (L)) conduisent a` l’expression suivante de ls :
ls = L− 1
ω
Arccosh (0, 03 cosh (ωL)) = 15mm
Cette valeur tre`s faible de la longueur d’ancrage est a` conside´rer avec pre´caution
car elle suppose que les lois line´aires e´lastiques postule´es sont ide´alement ve´rifie´es.
Nous pre´fe´rons donc de´terminer la longueur d’ancrage par une autre voie, dite
expe´rimentale, car reposant sur la mesure des jauges de de´formation colle´es sur le
renfort. Cette me´thode pre´sente l’avantage de reposer sur des hypothe`ses plus faibles
que pre´ce´demment puisque suppose simplement la line´arite´ du comportement du
renfort.
Longueur d’ancrage expe´rimentale
Afin de de´terminer une longueur d’ancrage expe´rimentale, les courbes de cisaille-
ment sont e´tudie´es pour le chargement limite de´termine´ pre´ce´demment. Il s’agit de
de´terminer a` partir du profil des courbes de cisaillement la distance au bord libre a`
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laquelle le cisaillement atteint 3% de la valeur maximum. Les mesures des diffe´rents es-
sais sont combine´es pour obtenir le plus d’information possible sur le profil des courbes,
particulie`rement dans la zone e´loigne´e du bord libre ou` peu de mesures ont e´te´ faˆıtes.
La figure 5.39 pre´sente les de´formations mesure´es lors de l’essai 5 re´alise´ sur un
e´chantillon a` ancrage simple. Les valeurs sont prises pour les chargements mesure´s sur
le ve´rin de 6 a` 17 kN, c’est a` dire infe´rieurs aux chargements limites e´lastiques mis
en e´vidence. Les de´formations expe´rimentales concordent tre`s bien avec le profil de
de´formation the´orique.
Il est possible de calculer le cisaillement dans le joint, a` partir des de´formations
expe´rimentales mesure´es et de l’e´quation d’e´quilibre entre le joint et le renfort, selon
la relation suivante :
τ (x) = E1.e1.
εn+1 − εn
xn+1 − xn (5.3)
avec x = xn+1+xn
2
et xn lieu de mesure de la de´formation εn.
Le cisaillement obtenu est un cisaillement moyen sur la longueur xn+1 − xn, mais
la cohe´rence et la proximite´ des mesures des de´formations permettent d’obtenir une
information suffisamment de´taille´e du cisaillement.
La figure 5.40 pre´sente la contrainte de cisaillement ”expe´rimentale” dans le joint
de colle lors de l’essai 5 face 1, pour les chargements compris entre 6kN et 17kN. Sur
les deux figures suivantes, l’axe de X est mesure´ par rapport a` la de´finition qui en a e´te´
donne´e plus haut. L’origine co¨ıncide ici avec le bord ou` le cisaillement est maximum.
Figure 5.39 — De´formations du composite - E5 face 1
Le cisaillement maximal mesure´ a` 5 mm du bord libre est de 10Mpa. La dis-
tance au bord libre a` partir de laquelle la contrainte de cisaillement ne repre´sente plus
que 3% du cisaillement au bord libre est e´gale a` 25 mm pour ce type d’e´chantillon.
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Figure 5.40 — Cisaillement de la colle - E5 face 1
L’e´cart entre la longueur d’ancrage trouve´e par le mode`le the´orique et celle de´termine´e
expe´rimentalement est probablement due au point de mesure du cisaillement maximal
conside´re´ dans chaque approche (au bord pour l’approche the´orique et a` 5mm du bord
pour l’approche expe´rimentale). Cette explication de l’e´cart est justifie´e par le fait que
les contraintes de´croissent tre`s rapidement pre`s du bord. La meˆme mesure en prenant
pour re´fe´rence le point suivant (a` 20mm du bord) conduirait a` une longueur d’ancrage
de 75mm. On observe donc une bonne cohe´rence entre le calcul et la mesure. A fin de
tirer le meilleur parti de l’ancrage, on de´terminera finalement la longueur d’ancrage
pour la voie expe´rimentale en s’appuyant sur le profil de contrainte obtenu pour la
force de traction maximale (a` rupture), c’est-a`-dire une force de traction de 25kN en
moyenne. Le cisaillement maximal a` 5mm du bord libre de´termine´ en se basant sur
cette dernie`re est de 20Mpa et la longueur d’ancrage expe´rimentale associe´e est de
100mm.
5.5.2 Comportement sous charge monotone croissante des an-
crages avec me`che standard
Pour ce type de chargement, deux modes de rupture ont e´te´ observe´s. D’une part,
la rupture du composite au niveau de la couche de recouvrement et, d’autre part, la
rupture du composite au niveau de la me`che d’ancrage. Dans les deux cas, le de´laminage
de´marre au niveau de l’arase supe´rieure du premier parpaing puis il se propage avec
l’augmentation du chargement. Pour le premier mode de rupture, le de´laminage s’arreˆte
au niveau de la couche de recouvrement puis a` partir de cette position c’est le TFC qui
prend tout le chargement (module tre`s fort) jusqu’a` la rupture du composite au niveau
de la couche de recouvrement (figure 5.41). Pour le deuxie`me mode de rupture, nous
retrouvons les meˆmes phases que pour le premier mode mais apre`s la mise en tension
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du TFC nous avons le de´laminage brutal de la partie basse du composite et la rupture
a lieu au niveau du composite a` sa liaison avec la me`che d’ancrage.
Figure 5.41 — De´laminage puis rupture du TFC au niveau de la couche de recou-
vrement
Figure 5.42 — De´laminage puis rupture du TFC au niveau de la me`che d’ancrage
Figure 5.43 — Courbes force/de´placement : ancrage avec me`che standard
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
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On observe nettement ici, ce qui avait e´te´ annonce´ plus haut, que le joint colle´ et
la me`che d’ancrage travaillent successivement plutoˆt que conjointement. La premie`re
partie des courbes, jusqu’a` 50kN environ sur le ve´rin, correspond a` la seule mobilisation
du joint colle´. Cette partie est d’ailleurs quasiment superposable aux courbes de la
figure 5.27 traitant de l’ancrage simple. Au dela`, apre`s de´laminage complet, on retrouve
un comportement e´lastique correspondant au comportement du renfort en zone libre
jusqu’a` la rupture de l’ancrage aux alentours de 80kN sur le ve´rin, valeur correspondant
a` la capacite´ d’ancrage garantie pour la me`che utilise´e (40kN).
L’absence de ductilite´ observe´e ici encore aura pour conse´quence une faible marge
de manoeuvre pour le dimensionnement de l’ancrage.
5.5.3 Comportement sous charge monotone croissante des an-
crages avec me`che a` chas
Dans cette se´rie d’essais, un seul mode de ruine a e´te´ observe´ : apre`s le de´laminage
total du composite sur toute la longueur colle´e des deux faces, c’est la me`che d’ancrage
qui supporte la charge applique´e. La rupture finale a eu lieu au niveau des fibres de
carbone enfile´es dans la me`che d’une manie`re fragile. La charge a` rupture observe´e
dans les essais est comprise entre 42kN et 50kN.
Figure 5.44 — Mode de rupture observe´ lors des essais avec ancrage de type me`che
a` chas
La forme de l’ancrage avec me`che a` chas fait que le joint vient s’e´pauler sur le
bloc dans la zone proche de la me`che. Cette particularite´ a pour conse´quence qu’un
frottement du renfort sur le support est mobilisable apre`s de´laminage. Les deux dents
de scie avant la rupture sur la courbe te´moigne du passage brutal du frottement au
glissement dans la zone proche de la me`che sur une face puis sur l’autre du corps
d’e´preuve.
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Figure 5.45 — Courbes force/de´placement : ancrage avec me`che a` chas
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
Les autres courbes ne sont pas montre´es pour alle´ger la figure. On pre´cise que la
dispersion est faible sur les cinq essais.
Le bilan des essais sous charge monotone croissante est donne´ ci-dessous.
Mode de Type Force de Description
chargement d’ancrage rupture (kN)
Rupture par de´laminage,
26.9 la rupture initie´e sous
ancrage 27.35 la couche d’adhe´sif
simple 26.2 dans le be´ton se propage
28.32 jusqu’a` l’arrachement
total du composite
Deux cas de ruptures ont e´te´ observe´s
Charge 45.9 (sans lien avec le niveau de re´sistance
monotone ancrage 40.27 atteint), d’une part, au niveau du
croissante me`che 44.5 composite a` l’extre´mite´ de la partie
standard 40.35 qui recouvre la me`che et, d’autre part,
38.9 au niveau de la fibre du carbone
en liaison avec la me`che
48.8 Rupture au niveau
ancrage 45.05 de la fibre du carbone
me`che 42.3 en contact avec
a` chas 44.86 la me`che d’ancrage
46.5
Tableau 5.4 — Tableau re´capitulatif du cas de chargement monotone croissant
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5.5.4 Comportement sous charge cyclique re´pe´te´e croissante
Cet essai est pilote´ en de´placement controˆle´, le chargement est constitue´ de trains de
cycles d’amplitude croissante, chacun de ces trains comportant 30 cycles d’amplitude
constante. Le saut de chargement entre deux trains successifs est de 5KN. Ce mode
de chargement suit la me´thode usuelle du CSTB pour l’analyse du comportement au
se´isme. 30 cycles par train sont choisis pour eˆtre proche de la trentaine de cycles forts
observe´s en ge´ne´ral en cas de se´isme.
Figure 5.46 — Mode de chargement
5.5.4.1 ancrage simple
Les courbes ci-dessous montrent l’e´volution de l’effort applique´ a` l’e´chantillon en
fonction du de´placement de la roue.
Deux phases de comportement ont e´te´ observe´es :
¦ Phase e´lastique line´aire (I)
Dans les premiers trains de cycles, nous avons constate´ un comportement e´lastique
line´aire de l’ensemble bloc/TFC.
¦ Phase d’endommagement-rupture (II)
Le de´laminage du premier bloc de be´ton se produit pour une force de traction entre
25 KN et 28 KN (phase II). Le changement de pente sur la courbe force/de´placement
(entre 4.5 et 5mm) marque le de´laminage total du premier parpaing.
La propagation du de´laminage suit l’augmentation de chargement jusqu’a` la rupture
totale de l’e´chantillon. Sur les trois essais re´alise´s, le meˆme mode de rupture a e´te´
observe´ et les valeurs de rupture sont tre`s serre´es.
Chapitre 5. Longueur d’ancrage d’un TFC : Support en be´ton creux 159
Figure 5.47 — Courbe force/de´placement
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
On constate que la courbe enveloppe du comportement sous sollicitations cycliques
est quasiment identique a` la courbe obtenue sous charge monotone croissante (voir fi-
gure 5.27). Ce re´sultat indique que l’application pre´alable de cycles de chargements
faibles ne fatigue pas la liaison renfort-support. Sur le plan du dimensionnement
(ve´rification par calcul au se´isme), cette observation a pour heureuse conse´quence de
rendre directement applicables les approches modales spectrales et les approches sta-
tiques e´quivalentes telles que l’analyse en pousse´e progressive (push over).
5.5.4.2 ancrage me`che standard
Nous avons pu a` ce stade de la campagne d’essais be´ne´ficier de voies de mesures
supple´mentaires. Nous avons alors ajoute´ un capteur de de´placement au niveau de
l’arase supe´rieure du bloc supe´rieur. Ce capteur livre une information comple´mentaire
de celui dispose´ sur la roue.
Nous observons diffe´rentes phases de comportement :
¦ Zone A : de´laminage du premier bloc de la face 1,
¦ Zone B : de´laminage du premier bloc de la face 2,
¦ Zone C : extension du TFC puis rupture brutale au niveau des fibres de carbone
en contact avec la me`che d’ancrage,
La courbe de la force de traction en fonction du de´placement relatif entre le bloc et
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le TFC montre l’avancement du de´laminage avec les cycles de chargement.
Figure 5.48 — Courbe force/de´placement : rupture au niveau de la fibre du carbone
en liaison avec la me`che d’ancrage
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
Sur les trois essais re´alise´s, le meˆme mode de rupture a e´te´ observe´ et les valeurs de
rupture sont tre`s serre´es.
On constate ici aussi que la courbe enveloppe du comportement sous sollicitations
cycliques est quasiment identique a` la courbe obtenue sous charge monotone croissante
avec une le´ge`re baisse de la re´sistance finale de rupture (voir figure 5.43). Ce re´sultat
indique que l’application pre´alable de cycles de chargements faibles ne fatigue pas la
liaison renfort-support.
5.5.4.3 ancrage me`che a` chas
Dans cette se´rie d’essais, nous retrouvons le meˆme mode de ruine que l’essai mo-
notone croissant : le de´laminage avance avec le chargement et la rupture finale a lieu
dans les fibres de carbone en liaison avec la me`che d’ancrage.
Ici aussi, on constate que la courbe enveloppe du comportement sous sollicitations
cycliques est quasiment identique a` la courbe obtenue sous charge monotone croissante
(voir figure 5.45).
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Figure 5.49 — Courbe force/de´placement : rupture au niveau de la me`che d’ancrage
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
5.5.5 Comportement sous charge cyclique re´pe´te´e constante
C’est un essai cyclique re´pe´te´ d’amplitude constante. Cet essai est pilote´ en
de´placement avec une amplitude de chargement impose´e a` 90% de la force de ruine
trouve´e par l’essai cyclique re´pe´te´ croissant. Comme on l’a indique´ au de´but du cha-
pitre, l’objectif de ce type d’essai est la de´termination de la marge de se´curite´ offerte
par l’ancrage vis-a`-vis du nombre de cycles standard d’excitation sismique.
Figure 5.50 — Mode de chargement
5.5.5.1 ancrage simple
Nous avons pris pour cet essai un chargement de 50kN (figure5.50).
Dans cet essai, nous avons mesure´ le de´placement relatif entre le bloc et le TFC colle´
a` l’aide d’un capteur de de´placement LVDT L10 installe´ au niveau de l’arase supe´rieure
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de l’e´le´ment de mac¸onnerie. Cette mesure nous a monte´ l’e´volution du de´laminage au
cours des cycles de chargement (figure 5.51).
Le de´laminage apparaˆıt au niveau de l’arase supe´rieure de l’e´le´ment de mac¸onnerie
de`s le premier cycle de chargement. Le de´collement du composite avance de plus en
plus avec les cycles de chargement jusqu’a` atteindre le joint de mortier qui se´pare les
deux bloc de be´ton creux (entre 2.5 et 3mm sur la courbe force de traction/de´placement
relatif bloc-TFC).
Dans cet essai, nous avons fait plus que 200 cycles de chargement. La rupture totale
de l’e´chantillon n’est pas atteinte.
Figure 5.51 — Courbe force/de´placement : e´chantillon a` ancrage simple
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
On constate que l’ancrage est capable de supporter 90% du chargement maximal
sous un nombre de cycles supe´rieur a` 200, donc grand vis-a`-vis du nombre standard
de cycles forts d’un se´isme. On pre´cise que la valeur du chargement est supe´rieure a`
la valeur caracte´ristique qui sera retenue pour la ve´rification au se´isme du fait de la
dispersion. En effet, bien que faible, la dispersion engendrera une valeur caracte´ristique
infe´rieure de plus de 10% a` la valeur moyenne de re´sistance obtenue par essai du fait
du petit nombre d’essais (coefficient de fractile e´leve´). Le constat fait conclure a` une
marge de se´curite´ satisfaisante en cas de de´passement du nombre standard de cycles
forts lors d’un se´isme (30 cycles).
5.5.5.2 ancrage me`che standard
Pour cet essai, l’amplitude du chargement prise en compte est de 65kN .
Au cours de cet essai, nous remarquons un de´laminage important de`s le 1er cycle
puis l’accommodation se transformant rapidement en une adaptation. Le de´laminage
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du TFC a lieu sur les deux faces du bloc supe´rieur de l’e´le´ment de mac¸onnerie (Nous
avons fait plus que 200 cycles de chargement sans atteindre la rupture).
Figure 5.52 — Courbe force/de´placement : E´chantillon avec ancrage me`che stan-
dard
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
Le constat fait conclure la` encore a` une marge de se´curite´ satisfaisante en cas de
de´passement du nombre standard de cycles forts lors d’un se´isme (30 cycles).
5.5.5.3 ancrage me`che a` chas
Pour cet essai, l’amplitude du chargement prise en compte est de 80kN.
Un de´laminage important apparaˆıt de`s le 1er cycle de chargement : le de´laminage
total du TFC sur toute longueur colle´e de la face 1 et sur la longueur du premier bloc
de la face 2. Apre`s une trentaine de cycles, le de´laminage total de la deuxie`me face a
eu lieu. Apre`s le de´laminage total du TFC, c’est la me`che d’ancrage qui supporte tout
le chargement.
Pour plus que 200 cycles de chargement, la rupture de l’e´chantillon n’est pas at-
teinte.
Cet essai a e´te´ re´alise´ avant que le capteur supple´mentaire a` l’arase supe´rieure de
premier parpaing ne soit mis.
Ce type d’ancrage est aussi capable de supporter 90% du chargement maximal sous
un nombre de cycles supe´rieur a` 200. Donc la conclusion retire´e de cet essai est la meˆme
que pour les deux autres types d’ancrages.
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Figure 5.53 — Courbe force/de´placement : E´chantillon avec ancrage me`che a` chas
Remarque : la force de traction est ici celle mesure´e sur le ve´rin, soit le double de celle agissant sur
le renfort et chaque zone d’ancrage.
5.6 conclusion
Ce chapitre a fait e´tat de la campagne expe´rimentale importante re´alise´e sur le
comportement de trois proce´de´s d’ancrage de renforts en tissus de fibres de carbone
sur un support en mac¸onnerie de blocs creux en be´ton. Les enseignements tire´s de cette
campagne sont nombreux. Ils concernent d’abord les proce´de´s d’ancrage eux meˆmes.
E´galement, ils ont mis en e´vidence les de´fauts du protocole d’essai adopte´.
Concernant les ancrages, la campagne expe´rimentale a re´ve´le´ les points suivants :
¦ Le de´laminage du composite apparaˆıt dans les zones tendues en commenc¸ant par
les zones les plus sollicite´es (a` l’arase supe´rieure du premier parpaing). La rupture
de l’interface bloc/TFC, dans le cas d’un ancrage simple, s’est produite pour des
forces de tractions comprises entre 25 et 30kN.
¦ Du fait de l’absence de ductilite´ de l’ancrage, la de´finition usuelle de la longueur
d’ancrage (longueur a` partir de laquelle l’e´le´ment ancre´ rompt par traction ex-
cessive avant que l’ancrage ne ce´de) est remplace´e par la de´finition suivante. La
longueur d’ancrage est ici de´finie comme la distance a` laquelle le cisaillement ne
repre´sente plus que 3% du cisaillement maximal. Pour le chargement maximal
atteint la longueur d’ancrage mesure´e expe´rimentalement est environ 100mm.
¦ Pour les configurations d’ancrage teste´es, le joint colle´ et la me`che d’ancrage tra-
vaillent successivement plutoˆt que conjointement. Une premie`re phase de com-
portement, jusqu’a` 25kN, correspond a` la seule mobilisation du joint colle´. Cette
partie est d’ailleurs quasiment superposable pour les trois types d’ancrage. Au
dela`, apre`s de´laminage complet, on retrouve un comportement e´lastique corres-
pondant au comportement du renfort en zone libre jusqu’a` la rupture des fibres
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au niveau des me`ches d’ancrage aux alentours de 40kN pour l’ancrage standard et
45kN pour les me`ches a` chas. Ces valeurs sont cohe´rentes avec la capacite´ d’an-
crage garantie pour les deux me`ches utilise´es. On ajoute que des petites me`ches
re´parties dans la zone d’ancrage conduiraient sans doute a` de meilleurs re´sultats.
¦ Les courbes enveloppes du comportement sous sollicitations cycliques croissantes
sont quasiment identiques aux courbes obtenues sous charges monotones crois-
santes. Ce re´sultat indique que l’application pre´alable des cycles de chargement
faibles ne fatigue pas la liaison renfort-support. Sur le plan du dimensionnement
(ve´rification par calcul au se´isme), cette observation a pour conse´quence de rendre
directement applicables les approches modales spectrales et les approches statiques
e´quivalentes telles que l’analyse en pousse´ progressive (push over). Par ailleurs, les
essais de chargements cycliques constants montrent une marge de se´curite´ satisfai-
sante en cas de de´passement du nombre standard des cycles forts lors d’un se´isme
(30 cycles).
Concernant le protocole d’essai, on a note´ deux points me´ritant que des modifica-
tions soient apporte´es :
¦ Le corps d’e´preuve devra comporter une longueur libre de renfort tre`s faible pour
e´viter que l’e´nergie de de´formation accumule´e dans cette zone n’empeˆche de suivre
la phase adoucissante du comportement du joint .
¦ Les conditions aux limites adopte´es dans l’essai CSTB mettent le support en
compression plutoˆt qu’en traction comme c’est le cas dans l’essai AFGC. Sans
conse´quence sur les essais re´alise´s du fait de la tre`s faible rigidite´ de membrane du
renfort vis-a`-vis de celle du support, cette distinction a pour de´faut dans un cadre
plus ge´ne´ral d’empeˆcher de mettre en e´vidence l’inte´reˆt de respecter la ”condition
d’e´quilibrage” du joint. Il conviendra en conse´quence a` l’avenir de modifier les
conditions aux limites de l’essai CSTB pour le rendre conforme a` l’essai AFGC
et obtenir ainsi une caracte´ristique du joint dans une configuration proche de ses
conditions re´elles de fonctionnement.

Conclusions et
Perspectives
Dans ce travail, nous avions pour objectif l’e´tude du comportement d’une structure
mac¸onne´e renforce´e par des bandes colle´es en tissus de fibre de carbone (TFC). Notre
contribution concerne les aspects the´oriques, nume´riques et expe´rimentaux.
Du point de vue the´orique, une premie`re partie de la the`se a e´te´ consacre´e a` la
de´termination d’un mode`le de rupture pour les murs en mac¸onnerie non renforce´e sol-
licite´s dans leur plan. Nous avons d’abord construit un mode`le analytique ne prenant en
compte que les ruptures de joints. Ce mode`le, conside´rant les blocs comme infiniment
re´sistants, s’est ave´re´ insuffisant pour reproduire l’ensemble des modes de ruine ob-
serve´s expe´rimentalement. Notre analyse du comportement d’une structure e´le´mentaire
mac¸onne´e sous chargements homoge`nes nous a conduit a` proposer un mode`le plus riche
mis en oeuvre par la me´thode d’homoge´ne´isation nume´rique tridimensionnelle. Ce tra-
vail de simulation, fait sur le logiciel aux e´le´ments finis Abaqus, nous a permis d’identi-
fier deux modes de rupture caracte´risant le comportement des blocs dans une structure
mac¸onne´e sollicite´e dans son plan : une rupture par traction-cisaillement du bloc et
une autre par compression. A la fin de cette partie, nous avons propose´ un crite`re
permettant de reproduire l’ensemble des modes de ruptures observe´s sur les murs en
mac¸onnerie charge´s dans leur plan. Ce mode`le tient compte, a` la fois, des ruptures
d’interfaces et des ruptures de blocs. La validation du mode`le propose´ est faite en se
basant sur les re´sultats expe´rimentaux de Page (1981-1983).
Dans un second temps, notre contribution a consiste´ a` mettre en oeuvre un outil de
mode´lisation et de pre´diction nume´rique du comportement des structures mac¸onne´es
soumises a` des sollicitations quelconques dans leur plan. Notre choix s’est porte´ sur
l’imple´mentation, dans des e´le´ments bidimensionnels en contrainte plane, du mode`le de
rupture propose´ dans le code aux e´le´ments finis ”Abaqus” par le biais d’une subroutine
UMAT, routine permettant a` un utilisateur d’introduire la loi de comportement de
son choix. Un premier travail a consiste´ a` valider l’imple´mentation du mode`le par
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confrontation avec des simulations nume´riques tridimensionnelles. Nous avons alors
re´alise´ des simulations nume´riques de murs mac¸onne´s soumis dans leur plan a` des
charges gravitaires et a` des charges horizontales. Les re´sultats obtenus ont montre´
une bonne cohe´rence avec les configurations, rencontre´es dans la litte´rature, de murs
assurant le contreventement.
Nous avons e´galement re´alise´ une importante campagne d’essais sur le comporte-
ment de trois proce´de´s d’ancrage par adhe´rence de renforts en tissus de fibre de carbone
sur un support en mac¸onnerie de blocs creux en be´ton : un e´chantillon a` ancrage simple
et deux e´chantillons dont l’ancrage est renforce´ par la pre´sence d’une me`che (ancrage
me`che standard et ancrage me`che a` chas). Ces deux types de me`ches correspondent
a` des situations diffe´rentes d’ancrage : dans un chaˆınage pour le premier et dans une
semelle de fondation pour le second. On rappelle ici les deux enseignements principaux
parmi ceux, nombreux, tire´s de cette campagne. La rupture de l’interface bloc/renfort
a lieu par un de´laminage qui apparaˆıt dans les zones tendues en commenc¸ant par
les zones les plus sollicite´es. La longueur d’ancrage, de´finie comme la distance a` la-
quelle le cisaillement ne repre´sente plus que 3% du cisaillement maximal, mesure´e
expe´rimentalement est d’environ 100mm.
Les perspectives de ce travail sont nombreuses. Pour qui concerne les mac¸onneries
non renforce´es, il sera inte´ressant de :
¦ faire une e´tude parame´trique sur les re´sistances des mate´riaux constitutifs (joints
et blocs) ;
¦ e´tudier l’influence de l’e´lancement des murs sur leur comportement ;
¦ e´tendre les possibilite´s du mode`le au cas de joints horizontaux et verticaux
diffe´rents. Il est courant que les joints verticaux ne soient par remplis de mor-
tier ;
¦ e´tendre les possibilite´s du mode`le a` la prise en compte du comportement hors plan
des structures mac¸onne´es.
Pour les mac¸onneries renforce´es, les taˆches comple´mentaires suivantes sont pre´vues :
¦ l’inte´gration du comportement des e´le´ments de renfort dans les simulations
nume´riques sur le code aux e´le´ments finis ”Abaqus” en s’appuyant sur la cam-
pagne expe´rimentale re´alise´e ;
¦ la confrontation des re´sultats de mode´lisations de murs mac¸onne´s renforce´s par
tissus colle´s avec ceux de la campagne expe´rimentale en vraie grandeur re´alise´e au
CSTB sur murs en mac¸onnerie renforce´e et non renforce´e ;
¦ une e´tude parame´trique sur les configurations de renfort pour comprendre leur
apport et optimiser celui-ci.
Annexes

ANNEXEACalcul a` la rupture
A.1 Principe du calcul a` la rupture
Le calcul a` la rupture constitue le cadre me´canique a` la fois rigoureux et cohe´rent
dans la quel nous la stabilite´ des ouvrages en mac¸onnerie.
le calcul a` la rupture s’appuie sur la connaissance de la ge´ome´trie du syste`me
conside´re´, du mode de chargement qui lui est applique´ et des capacite´ de re´sistance des
mate´riaux constitutifs. Ceci constitue le re`glement du calcul a` la rupture.Une condition
ne´cessaire pour que la stabilite´ de l’ouvrage soit assure´e est la compatibilite´ entre les
e´quations exprimant l’e´quilibre quasi-statique du syste`me et les conditions impose´es
par les capacite´s de re´sistance des mate´riaux :
{
Stabilite´ potentielle
de l’ouvrage
⇔ compatibilite´
{
e´quation du syste`me
capacite´s de re´sistance des mate´riaux
Le terme ”potentielle” exprime le fait que la compatibilite´ entre l’e´quilibre du
syste`me et les capacite´s de re´sistance des mate´riaux constitutifs ne constitue qu’une
condition ne´cessaire de stabilite´ (leur incompatibilite´ assure donc une instabilite´ cer-
taine). Nous renvoyons a` Salenc¸on (1983) pour un expose´ plus de´taille´ sur le lien de
stabilite´ potentielle et stabilite´ effective. Retenons toutefois, que la pertinence de la
de´marche du calcul a` la rupture, c’est a` dire e´quivalence entre stabilite´ potentielle et
stabilite´ effective, est assure´e de`s lors que le comportement des mate´riaux constituant
le syste`me pre´sente une ductilite´.
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A.1.1 Domaine des chargements potentiellement suppor-
tables
Conside´rons un syste`me me´canique, occupant un volume Ω de frontie`re ∂Ω,soumis
a` un mode de chargement Q = (Qi)i=1,n de´pendant d’un nombre fini n de parame`tre.
On de´signe par G(x) ⊂ R6 le convexe de re´sistance du milieu constitutif au point x de
Ω.
L’objet du calcul a` la rupture est la de´termination du domaine K des chargements Q
potentiellement supportables par l’ouvrage, c’est a` dire pour lesquels il est possible de
mettre en e´vidence au moins un champ de contrainte σ statiquement admissible (SA)
avec Q et respectant en tout point du syste`me les capacite´s de re´sistance du milieu
constitutif :
K = {Q |∃σ S.A. avec Q, ∀x ∈ Ω, σ (x) ∈ G (x) } (A.1)
La ge´ome´trie e´tant fixe´e, la de´termination du domaine K ne ne´cessite que la connais-
sance des capacite´s de re´sistance du milieu constituant le syste`me et non de sa loi de
comportement comple`te.
De´coulant directement des proprie´te´s de G(x), le domaine K posse`de les proprie´te´s
suivantes :
– Le chargement nul Q = 0 appartient a` K, de`s que σ = 0 ∈ G (x) , ∀x ∈ Ω,
– K est convexe.
Afin d’illustrer la de´marche du calcul a` la rupture et la construction de K, nous
allons examiner le cas d’un ouvrage particulier : il s’agit d’un mur en mac¸onnerie de
hauteur H et de longueur L. le milieu constitutif est compose´ des bloc sains traverse´s
par un re´seau de deux familles de joints (suppose´s ici perpendiculaires). Les joints sont
mode´lise´s comme des interfaces et on de´signe par e1 et e2 leurs vecteurs normaux.
Les capacite´s de re´sistance de´crites par :
– Un domaine Gm des contraintes admissibles pour le bloc, suppose´ homoge`ne.
– Un domaine Gi de R3 pour chaque joint i de normale ei , i =1,2, des vecteurs-
contraintes T admissibles pour le joint.
Le domaine de re´sistance local G(x) ∈ R6 peut eˆtre de´fini par :
Chapitre A. Calcul a` la rupture 173
σ ∈ G (x)⇔
{
T = σ.ei ∈ Gi si x ∈ joint i, i = 1, 2
σ ∈ Gm sinon
(A.2)
Figure A.1 — Etudes de stabilite´ d’un mur en mac¸onnerie
Concernant le chargement de l’ouvrage, le points volumique γ constitue l’unique
parame`tre de chargement. la de´finition (A.1) du domaine K devient alors :
γ ∈ K ⇔ ∃σSA avec γ |σ ∈ G (x) ∀ x ∈ Ω (A.3)
En de´signant par γ+ la valeur de γ, il vient :
K =
[
0, γ+
]
(A.4)
Dans ce cas particulier, de´terminer le domaine K revient a` de´terminer γ+. Nous dis-
posons pour la construction du K de deux approches : l’approche statique et l’approche
cine´matique.
A.1.2 Approche statique par l’inte´rieur de K
Cette approche consiste a` mettre en oeuvre directement la de´finition (A.3) de K.
Elle est base´e sur la construction de champs de contraintes statiquement admissibles
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avec les donne´es en efforts et qui sont compatibles avec les capacite´s de re´sistance du
milieu constitutif. Soit σ0 un tel champ. Il s’ensuit que la valeur γs du chargement
γ e´quilibre´e par σ0 appartient au domaine K. γ = 0 appartient a` K, la capacite´ de
convexite´ de ce domaine implique que le domaine Ks = [0, γs] est inclus dans K. Il en
constitue une estimation par l’inte´rieur (ou encore, γs est un minorant de γ
+).
Figure A.2 — Approche par l’inte´rieur de K
A.1.3 Approche par l’exte´rieur de K
L’approche par l’exte´rieur cine´matique de´coule de la dualisation des e´quations
d’e´quilibre sous la forme du principe des puissances virtuelles. Soit v un champ de
vitesse virtuel quelconque de´fini sur Ω et cine´matiquement admissible (CA) avec des
donne´es en vitesse du proble`me. Le the´ore`me cine´matique du calcul a` la rupture
s’e´nonce de la manie`re suivante :
Q(= γ) ∈ K⇒ Pext(v) 6 Prm(v) ∀vCA (A.5)
Dans cette relation, le terme Pext(v) de´signe la puissance virtuelle des efforts
exte´rieurs de´veloppe´e dans le champ v.Elle se re´duit pour l’exemple conside´re´ a` :
Pext (v) = Q.
.
q (v) = γ
∫
Ω
vydΩ (A.6)
la puissance re´sistance maximale Prm(v) de´veloppe´e dans v s’exprime par :
Prm (v) =
∫
Ω
pi (d (x))dΩ +
∫
Σ
pi (n (x) , [v (x)])dS (A.7)
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d(x) de´signe le tenseur taux de de´formation associe´ a` v au point x et
pi (d (x)) = sup {σ : d (x) ; σ ∈ G (x)} (A.8)
Σ de´signe l’ensemble des surfaces de discontinuite´s de la vitesse, n(x) la normale au
point x de Σ et [v (x)] la saut de la vitesse au meˆme point. la fonction pi (n (x) , [v (x)])
est de´finie par :
pi (n (x) , [v (x)]) = sup {n (x) .σ. [v (x)] ; σ ∈ G (x)} (A.9)
Les fonctions pi sont les fonctions d’appui du convexe G (x). Leur donne´e est
e´quivalente a` la donne´e de G (x).
Le the´orie cine´matique du calcul a` la rupture exprime´ par la relation (A.5) fournit
une approche par l’exte´rieur de K . En effet :
K ⊂ ∩
vCA
{Q; Pext (v) 6 Prm (v)} (A.10)
L’inclusion devient une e´galite´ sous certaines conditions (voir l’exemple de Friaaˆ
et Fre´mond, 1978), conditions qui sont ge´ne´ralement satisfaites pour les milieux qu’on
conside´rera. Ceci assure l’e´quivalence entre les approches statique et cine´matique du
calcul a` la rupture.
En pratique, l’inge´nieur n’expliquera que quelques classes de champ de vitesse vir-
tuels (me´canismes de rupture) bien choisis, lui permettant d’estimer K par exce`s. Il
se satisfera d’une bonne approche par l’exte´rieur, compromis entre les moyens mis en
oeuvre et la qualite´ de l’approximation obtenue. A titre d’exemple, reprenons l’ouvrage
de Figure A.2 et conside´rons la classe de me´canismes virtuels de rupture de´finie par :
– Le bloc OAB est en translation avec une vitesse v (x) = U constante, dont la
composante verticale est dirige´e vers le bas :Uy = U.ey < 0 ou encore ψ ≺ α,
– Le reste de l’ouvrage est immobile v = 0.
Cette classe de me´canisme de´pend de deux parame`tres : ψ et α. la puissance des
efforts exte´rieurs de´veloppe´e dans un tel champ par unite´ de longueur transversale est :
Pext (v) = γ |Uy| S (A.11)
S est la surface du bloc OAB.
Le champ des taux de de´formation associe´ est identiquement nul (d = 0). Par contre,
v est discontinu le long de AB et [v] = U . La puissance re´sistante maximale par unite´
de longueur transversale se re´duit a` :
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Figure A.3 — Exemple de me´canisme virtuel de rupture
Prm (v) =
∫
AB
pi (n,U)dS (A.12)
L’application de la relation (A.5) s’e´crit donc :
Q = γ ∈ K ⇔ γ 6 γ+ ⇒ γ 6 γC(α, ψ) = Prm (v)|Uy| S ∀ α, ψ permis (A.13)
Il s’ensuit que :
γ+ 6 γC = min
α,ψ
γC(α, ψ) (A.14)
γC constitue un majorant de γ
+ ou de manie`re e´quivalente le domaine K est inclus
dans le domaine KC borne´ par γC :
K ⊂ KC = [0, γC ] (A.15)
Le principe de calcul a` la rupture et sa mise en oeuvre ont e´te´ illustre´s directe-
ment sur l’exemple de la figure 2-1. Nous renvoyons a` Salenc¸on (1983,1990) pour un
expose´ de´taille´ lorsque la structure e´tudie´e est soumise a` un mode de chargement a`
n parame`tres. L’application directe du calcul a` la rupture pour l’analyse de stabilite´
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Figure A.4 — Approche par l’exte´rieur de K
des murs en mac¸onneries est rendue difficile par la forte he´te´roge´ne´ite´ du mate´riau
constitutif. Il est donc ne´cessaire de formuler une autre approche tout en restant dans
le cadre de la the´orique. Une approche alternative est la me´thode d’homoge´ne´isation
en calcul a` la rupture (de Buhan, 1986).

ANNEXEBHomoge´ne´isation des
milieux pe´riodiques en
calcul a` la rupture
B.1 Principe ge´ne´ral de la me´thode
Cette me´thode repose sur deux hypothe`ses cle´s :
(i) La pe´riodicite´ des caracte´ristiques ge´ome´triques et me´caniques de la structure,
(ii) La forte he´te´roge´ne´ite´ de la structure.
La validite´ de ces deux hypothe`ses permet de substituer au milieu he´te´roge`ne (bloc
et joint dans le cas des murs en mac¸onnerie) un milieu homoge`ne e´quivalent dont les
proprie´te´s me´caniques soient autant que possible repre´sentatives de celles du milieu
he´te´roge`ne initial au niveau de la structure globale.
Il s’agit d’une de´marche dans laquelle il y a distinction entre deux e´chelles ca-
racte´ristiques du milieu : une e´chelle microscopique qui permet la direction des
he´te´roge´ne´ite´s (dans notre cas les joints), et une e´chelle macroscopique de l’ordre de
grandeur de la structure.
Le processus d’homoge´ne´isation se de´roule en trois e´tapes :
1. Description de la microstructure. L’hypothe`se de pe´riodicite´ des he´te´roge´ne´ite´s
permet de de´crire de manie`re ”de´terministe” la structure du milieu he´te´roge`ne
initial.
2. De´finition du volume e´le´mentaire repre´sentatif du milieu he´te´roge`ne et des
grandeurs physiques globales en fonction de grandeurs locales,
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3. De´termination des proprie´te´s me´caniques globales de la structure.
¦ Cellule de base
Conside´rons une structure mac¸onne´e Ωε pe´riodique. Par pe´riodicite´, nous enten-
dons meˆme pe´riode spatiale pour les caracte´ristiques ge´ome´triques et de re´sistance.
Il s’agit ici d’un milieu constitue´ des blocs homoge`nes traverse´s par des joints plans
re´gulie`rement re´partis, les joints ayant les meˆmes capacite´s de re´sistance. le re´el ²
(positif) de´signe´ habituellement par facteur d’e´chelle, caracte´rise la taille du volume
e´le´mentaire A² par rapport a` la taille de la structure. Dans le cas de la structure de la
figure 2-5, ² peut eˆtre repre´sente´ par l’espacement entre deux joints successifs rapporte´
a` la taille caracte´ristique de la structure L, La cellule de base A est le domaine de
l’espace transforme´ de A² par homothe´tie de rapport
1
ε
centre´e a` l’origine, de sorte que
|A| = 1.
Figure B.1 — Mur en mac¸onnerie et cellule de base
¦ Position du proble`me
On e´tudie la stabilite´ de Ωε suppose´e fortement he´te´roge`ne (ε ¿ 1) soumise a` un
chargement Q (qui se re´duit dans l’exemple conside´re´ a` γ). On de´signe par Gε(y) le
convexe de re´sistance en un point y ∈ Ωε. Il est de´fini de manie`re analogue a` celle
donne´e par (A.2).
Le domaine des chargements potentiellement supportables de la structure est de´fini
par :
Kε = {Q (= γ) |∃ σ SA avec Q, σ (y) ∈ Gε(y) ∀ y ∈ Ωε } (B.1)
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Lorsque ε tend vers 0, c’est a` dire lorsque les dimensions de la cellule de base sont
petite devant celles de la structure, Suquet (1983) et de Buhan (1986) ont montre´ que
Kε converge vers le domaine asymptotique K0 :
K0 = lim
ε→0
Kε (B.2)
En raison de la forte he´te´roge´ne´ite´ de la structure, il est difficile d’e´valuer di-
rectement K0(ouKε, ε ¿ 1). Cette complexite´ justifie l’emploi d’une me´thode d’ho-
moge´ne´isation qui, en substituant a` Ωε une structure homoge`ne associe´e, permet de
s’affranchir de cette difficulte´. On dispose pour ce faire du cadre de l’homoge´ne´isation
des milieux pe´riodiques en calcul a` la rupture (Suquet, 1983 ; de Buhan, 1986).
¦ Structure homoge`ne associe´e
A partir de la structure pe´riodique initiale Ωε soumise au chargementQ, la de´marche
consiste a` de´finir une structure homoge`ne associe´e Ω :
– De meˆme ge´ome´trie que la structure initiale,
– Soumise au meˆme chargement Q (ici γ).
– Et constitue´e d’un milieu homoge`ne de re´sistance ”macroscopique” Ghom,
identique en tout point y de Ω.
¦ Proble`me homoge`ne associe´
L’homoge´ne´isation consiste a` remplacer le proble`me initial de de´termination de K0
(c’est a` dire en pratique de Kε avec ε suffisamment petit) par un proble`me homoge`ne
associer relatif a` la de´termination du domaine Khom des chargements potentiellement
supportables par la structure homoge`ne Ω pre´ce´dente, de´fini par :
Khom =
{
Q
∣∣∃σ SA avec Q ; σ(y) ∈ Ghom ∀(y) ∈ Ω} (B.3)
Il apparaˆıt donc que la de´termination de Khom ne´cessite la de´termination pre´alable du
domaine de re´sistance macroscopique Ghom qui caracte´rise les capacite´s de re´sistance
du mate´riau homoge`ne associe´. Sa construction s’effectue au niveau de la cellule de
base A en re´solvant un proble`me auxiliaire de calcul a` la rupture. Il de´pendra a priori,
des capacite´s de re´sistance des constituants (bloc et joint).
¦ Validite´ de la de´marche
La question reste celle du lien entre la solution Khom du proble`me de calcul a` la
rupture sur la structure homoge`ne associe´e et celle de Kε du proble`me initial.
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Un re´sultat e´tabli par Suquet (1983), puis ge´ne´ralise´ par de Buhan (1986), permet
d’affirmer que les proble`mes sont e´quivalents (Khom = K0) aux effets de bord pre`s.
La section suivante est consacre´e aux de´finitions statique et cine´matique de Ghom.
Figure B.2 — Sche´ma re´sumant la me´thode d’homoge´ne´isation en calcul a` la calcul
a` la rupture
B.2 Crite`re de re´sistance macroscopique
Le domaine de re´sistance macroscopique Ghom de´coule de la re´solution d’un
proble`me auxiliaire de calcul a` la rupture pose´ sur la cellule de base A.
B.2.1 De´finition d’un mode chargement sur la cellule de base
On de´finit le mode de chargement de la cellule de base a` partir de la donne´e conjointe
de l’espace S des champs de contraintes statiquement admissibles et de celui, note´ C,
des champs de vitesses cine´matiquement admissibles.
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(a) Espace S
Un champ de contrainte de´fini en tout point x de la cellule de base appartient a` S
si seulement si σ ve´rifie :
– div σ (x) = 0 ∀ x ∈ A,
– [σ] .n = 0 passage d’une surface de discontinuite´ de σ de normale n,
– σ.n antipe´riodique
Cette dernie`re condition exprime que les vecteurs-contraintes sont oppose´s en deux
points quelconques situe´s sur deux faces oppose´es de A (figure 2-7)
Figure B.3 — Antipe´riodicite´ du champ de contrainte
σ est dit SA avec Σ s’il appartient a` S et Σ = 〈σ〉 = ∫
A
σ dA.
(b) Espace C
De meˆme, un champ de vitesse v appartient a` C si et seulement si :
– v est continuˆment diffe´rentiable sur A,
– le champ u = v − F .x est pe´riodique sur A (u prend la meˆme valeur en deux
points quelconques situe´s sur deux faces oppose´es de A),
F = 〈gradv〉 =
∫
∂A
v ⊗ ndS =
∫
A
gradvdA+
∫
Σ
[v]⊗ nΣdΣ (B.4)
Ou` Σ de´signe la surface de discontinuite´ de normale nΣ du champ v, et [v] la valeur
de cette discontinuite´ lorsqu’on franchit Σ.
v est dit CA avec D s’il appartient a` C et si D est la partie syme´trique de F :
D = 〈d〉 = 1
2
(
F + tF
)
=
∫
∂A
v
s⊗ndS (B.5)
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Ou` d est le taux de de´formation associe´ a` v, et v
s⊗n = 1
2
(v ⊗ n +n ⊗ v).
(c) Mode de chargement
Suquet (1982) a e´tabli que l’espace S et C de´finissent un mode de chargement de la
cellule de base A qui de´pend line´airement de six parame`tres scalaires.
Plus pre´cise´ment, les composantes dans un repe`re orthonorme´ (0, x1, x2, x3) du
tenseur de contraintes macroscopiques Σ = 〈σ〉 (moyenne volumique sur A de tout
e´le´ment σ de S) jouent le roˆle de parame`tres de chargement. De meˆme, les composantes
du tenseur taux de de´formation macroscopique D = 〈d〉 repre´sentent les parame`tres
cine´matiques associe´s par dualite´.
On dira alors que la cellule de base est soumise a` un chargement macroscopique Σ
ou qu’une vitesse de de´formation macroscopique D lui est impose´e.
B.2.2 De´finition statique
Les conditions de chargement de la cellule de base e´tant pre´cise´es, le domaine de
re´sistance est de´fini comme l’ensemble des chargements Σ tel qu’il soit possible d’as-
socier un champ de contrainte σ appartenant a` S, dont la moyenne volumique sur la
cellule est e´gale a` Σ et qui respecte la condition de re´sistance en tout point de la cellule.
soit :
Ghom = {Σ |∃ σ ∈ S, 〈σ〉 = Σ, σ (x) ∈ G(x) ∀x ∈ A} (B.6)
Notons que la convexite´ du domaine G(x) en tout point de la cellule, assure celle
du domaine Ghom. dans la notre cas, la relation (B.6) s’e´crit :
Σ ∈ Ghom ⇔ ∃ σ ∈ S

〈σ〉 = Σ
σ (x) ∈ Gm ∀x ∈ A
T = σ.ei ∈ Gi ∀x ∈ Joint de normale ei
(B.7)
Ou` Gm et Gi de´signent respectivement les domaines de re´sistance du bloc sain et
du joint de mortier i.
B.2.3 De´finition cine´matique (duale)
L’espace C e´tant pre´cise´, en supposant l’e´quivalence statique et cine´matique du
domaine Ghom, on peut e´crire :
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Ghom = ∩
D∈R6
{
Σ
∣∣Σ : D 6 pihom (D)} (B.8)
Ou` pihom est la fonction d’appui du convexe Ghom :
pihom (D) = sup
{
Σ : D;Σ ∈ Ghom} (B.9)
Qui peut s’e´crire (de Buhan, 1986) :
pihom (D) = inf
v∈C
{〈pi (d)〉 ; D = 〈d〉} (B.10)
Ou` pi est la fonction d’appui du convexe G(x)
pi (d (x)) sup {σ : d (x) ; σ ∈ G(x)} (B.11)
Figure B.4 — Approche cine´matique du domaine de re´sistance macroscopique Ghom
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